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Toomates Coolecciéon

Los libros de Toomates son materiales digitales y gratuitos. Son digitales porque estdn pensados para ser consultados mediante un
ordenador, tablet o mévil. Son gratuitos porque se ofrecen a la comunidad educativa sin coste alguno. Los libros de texto pueden ser
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no es aceptable, por inmoral y mezquino, es el modelo de las llamadas "licencias digitales" con las que las editoriales pretenden
cobrar a los estudiantes, una y otra vez, por acceder a los mismos contenidos (unos contenidos que, ademas, son de una bajisima
calidad). Este modelo de negocio es miserable, pues impide el compartir un mismo libro, incluso entre dos hermanos, pretende
convertir a los estudiantes en un mercado cautivo, exige a los estudiantes y a las escuelas costosisimas lineas de Internet, pretende
pervertir el conocimiento, que es algo social, pblico, convirtiéndolo en un producto de propiedad privada, accesible solo a aquellos
que se lo puedan permitir, y solo de una manera encapsulada, fragmentada, impidiendo el derecho del alumno de poseer todo el
libro, de acceder a todo el libro, de moverse libremente por todo el libro.

Nadie puede pretender ser neutral ante esto: Mirar para otro lado y aceptar el modelo de licencias digitales es admitir un mundo mas
injusto, es participar en la denegacion del acceso al conocimiento a aquellos que no disponen de medios econdmicos, y esto en un
mundo en el que las modernas tecnologias actuales permiten, por primera vez en la historia de la Humanidad, poder compartir el
conocimiento sin coste alguno, con algo tan simple como es un archivo “pdf". El conocimiento no es una mercancia.

El proyecto Toomates tiene como objetivo la promocién y difusion entre el profesorado y el colectivo de estudiantes de unos
materiales didacticos libres, gratuitos y de calidad, que fuerce a las editoriales a competir ofreciendo alternativas de pago atractivas
aumentando la calidad de unos libros de texto que actualmente son muy mediocres, y no mediante retorcidas técnicas comerciales.
Estos libros se comparten bajo una licencia “Creative Commons 4.0 (Atribution Non Commercial)”: Se permite, se promueve y
se fomenta cualquier uso, reproduccién y edicion de todos estos materiales siempre que sea sin animo de lucro y se cite su
procedencia. Todos los libros se ofrecen en dos versiones: En formato “pdf” para una comoda lectura y en el formato “doc” de
MSWord para permitir y facilitar su edicion y generar versiones parcial o totalmente modificadas.
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Fase 1 Fase 2 Especial

Enun Sol Crit Enun Sol Crit Enun Sol Crit
2021 4 12 24 35 43 58 68 76 83
2022 92 100 3 111 118 131 144 151 161
2023 172 180 183 204 212 223 236 244 252
2024 265 273 285

Fuente.
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EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 1.2 Fase | Ensino Secundario | 2021
12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 55/2018, de 6 de julho

Duracao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 11 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final. Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagao final os 4 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2
a/Tr (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura

Volume de um cone: % X Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %71’)’3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

~ oi rge U+ u
Progressio aritmética: ———" xn
P ~ ST 1—r

rogressao geométrica: u; X =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oind

" SO0+ 2kn
oel =npe 7 (ke{0,....n—1} e neN)
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Regras de derivagao

(u+vy=u+
(uv)=uv+uv

’ ’
l)zuv—uv
v

P2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

Inuy = 4
(Inuy = &

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

. L G _

hm<l+ n) =e¢ (neN)
lim SEOL — |

x—0 X



1. NaFigura 1, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, um paralelepipedo retangulo [ ABCDEFGH |
Sabe-se que:

e o vértice A pertence ao eixo Ox e o vértice B pertence ao
eixo Oy

e as coordenadas dos vértices £ e G sao (7,2,15) e (6,10,13),
respetivamente;

e areta EF é definida pela equagéo

(x,y,z)=(1,-2,19) + k(-3,-2,2), keR

% 1.1. Qual das equagbes seguintes define uma reta perpendicular a
reta EF e que passa no ponto E?

(A) (x,9,2)=(7,-3,3)+k(2,-3,0), keR

Figura 1

(
(B) (x,y,2z)=(7,2,15)+k(0,3,-3), keR
) (x,y,z)=(7,-10,3) +k(0,3,3), keR
(

(D) (x,y,2z)=(7,2,15)+k(2,0,-3), keR

% 1.2. Determine, sem recorrer a calculadora, a equacgao reduzida da superficie esférica de centro no
ponto B e que passa no ponto D

2. Na Figura 2, estao representados, num referencial o.n. x(Oy, a circunferéncia de centroem O e raio 3
e o triangulo [ABC]

Sabe-se que:
e o segmento de reta [4B] é um diametro da circunferéncia;

e ¢ éainclinagio dareta AB <a S %, 7TD
\Xc

e oponto C pertence ao semieixo positivo Ox [9) 3

e areta BC é paralela ao eixo Oy

Mostre que a area do tridngulo [ABC] € dada pela expressao

-9sena cosa Figura 2
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. Seja (u,) asucesséo definida por u, =2+

. Numa escola frequentada por estudantes portugueses e estrangeiros, 60% dos alunos s&o raparigas e

15% s&o rapazes estrangeiros.
Escolheu-se, ao acaso, um aluno dessa escola e verificou-se que era um rapaz.

Qual é a probabilidade de ele ser portugués?

(A) 45% (B) 50% (C) 57,5% (D) 62,5%

. O corfebol € um desporto coletivo misto, com origem na Holanda.

Um clube de corfebol de um certo pais vai participar num torneio internacional.

A comitiva vai deslocar-se por via terrestre, utilizando um automoével de cinco lugares e uma carrinha de
nove lugares. A comitiva é constituida por trés dirigentes, um treinador, cinco jogadores do sexo masculino
e cinco do sexo feminino.

Escreva uma expressédo que dé o numero de maneiras diferentes de distribuir os catorze elementos da
comitiva pelos catorze lugares disponiveis, sabendo-se que os dois condutores sdo dois dos dirigentes e
que, no automavel, vao dois jogadores de cada sexo.

. Uma turma de 11.° ano é constituida por 30 alunos com idades de 15, 16 e 17 anos, dos quais 60%

sdo raparigas. Sabe-se que um tergo dos rapazes tem 17 anos e que um tergo das raparigas tem 15 ou
16 anos.

O André e a Beatriz, alunos da turma, sdo gémeos e tém 16 anos.
Escolhem-se, ao acaso, cinco alunos da turma.

Determine a probabilidade de o grupo constituido por esses cinco alunos ser formado pelo André, pela
Beatriz, por dois jovens com 17 anos e por outro com 15 ou 16 anos.

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

. Seja (v,) uma progressdo geométrica.

Sabe-se que vs=4 eque vg =108

Qual é o valor de v4?

(A) 12 (B) 24 (C) 48 (D) 60

(_1>n+1

n
Determine, sem recorrer a calculadora, quantos termos de ordem impar da sucess&o (u,) pertencem ao
. 83 67
intervalo |, =+
[41 33
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. , . i i
% 8. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z; =2¢ * e z;=2e 28
. . 2]
Seja w o numero complexo tal que w =—
2
Sabe-se que, no plano complexo, o afixo do niumero complexo w € um dos vértices de um poligono
regular com centro na origem do referencial e com outro vértice sobre o semieixo real positivo.

Qual é o numero minimo de vértices desse poligono?
(A) 7 (B) 14 (©) 21 (D) 28
9. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z; =-3+2i, z,=1+2i e z3=2—1i

Z] X V)
Z3

Seja w o numero complexo tal que w =

Mostre, sem recorrer a calculadora, que a proposi¢édo seguinte é verdadeira.

lw|=V13 A Arg(w)e —%T”,—%[

10. Seja f afungao, de dominio |0, +oc[, definida por

~x?>(1+2lnx) se 0<x<I
f(x): S_Sex—l

se x>1
x> +3x-4

Resolva os itens 10.1. e 10.2. sem recorrer a calculadora.
% 10.1. Averigue se a fungdo f é continuaem x =1

% 10.2. Estude, no intervalo ]0,1[, afungdo f quanto & monotonia e quanto & existéncia de extremos
relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

11. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Seja g a fungéo, de dominio [75, 32”] definida por g(x)= x cosx +sen x
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um ponto pertencente ao
grafico da fungédo g tal que a reta tangente ao grafico da fungdo nesse ponto tem declive —15
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12. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

X3

Seja h afungéo, de dominio R", definida por Wx)=——"——
2x“—1Inx

Estude a fungdo /4 quanto a existéncia de assintota obliqua ao seu grafico e, caso esta exista, escreva
a sua equacgéo reduzida.

13. A Figura 3 representa um depdsito de forma cilindrica, instalado na horizontal, que contém uma certa
quantidade de combustivel.

Sabe-se que as bases do cilindro tém 1,8 metros de didmetro.

Num certo instante, iniciou-se o vazamento do depdsito.

Seja a(t) a altura, em metros, do combustivel no depésito, A
¢ minutos apés o inicio do vazamento. _

2
Admita que a(7)=1,8—(0,216 +0,0039¢)3 a(?)
% 13.1. Qual é, em metros, a diferenga entre a altura do Figura 3
combustivel no depdsito no inicio do vazamento e a
altura do combustivel quando este ocupa metade da
capacidade do depdsito?
(A) 0,72 (B) 0,54 (C) 0,36 (D) 0,27

% 13.2. Decorridos # minutos apods o inicio do vazamento, a altura do combustivel no depdsito € igual a
um certo valor.

Sabe-se que, passado igual periodo de tempo, a altura do combustivel no depésito é igual a
metade desse valor.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o valor de f, sabendo que esse
valor existe e é unico.

Apresente o resultado em horas e minutos (minutos arredondados as unidades).
N&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equagao que Ihe permita resolver o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na calculadora que
Ihe permite(m) resolver a equacgdo, e apresente as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondadas as centésimas.

Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas
decimais.

14. Determine, sem recorrer a calculadora, os niUmeros reais que sédo solugao da equagao

In((1-x)e*')=x
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% 15. Considere, para um certo nimero real positivo k, as fungbes f e g, de dominio [—%, %] definidas
por f(x)=ksen(2x) e g(x)=kcosx

Sejam, num referencial ortonormado do plano, A, B e C os pontos de intersecgdo dos graficos de f
e g, sendo A o ponto de menor abcissae C o ponto de maior abcissa.

Sabe-se que o triangulo [ABC] é retangulo em B

Determine, sem recorrer a calculadora, o valor de k&

FIM
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COTAGCOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 11 itens

da prova contribuem 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 10.1. | 10.2. | 13.1. | 13.2. 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a

classificagao final.

Cotagao (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144
Destes 7 itens, contribuem

para a classificagao final da 2 | 5 | 7. 9 | 1. | 12 | 1a Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuagéao.

Cotagao (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200
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1.1. Duas rectas r e s s&o perpendiculares se r e S forem perpendiculares, istoé r-S =0, sendo r e S vectores
directores de r e s, respectivamente.

Assim, a op¢&o correcta é a C, pois:

= um vector director da recta desta opcéo é U (0,3,3) e este vector é perpendicular ao vector v (—3,—2,2), pois

U-\7=(0,3,3)-(—3,—2,2)=0—6+6:0.
= 0 ponto E pertence a esta recta pois:

7=T 7=1
(7,2,15)=(7,-10,3)+k(0,3,3) = 12=-10+3k < 1k =4, ou seja, (7,2,15) =(7,-10,3)+4x(0,3,3)
15=3+3k k=4

Resposta: C

1.2. A medida do raio da superficie esférica é igual a:

BD=EG =/(7-6) +(2-10)" +(15-13)° =V1+64+4 =69

O plano ABG é perpendicular a recta EF , pelo que um vector normal a ABG ¢é \7(—3,—2,2), que é um vector

director da recta EF .

Logo, ABG:-3x—-2y+2z+d =0

Como o ponto G(6,10,13) pertence ao plano ABG , vem que:
ABG:-3x6-2x10+2x13+d=0<-12+d=0<d =12

Logo, ABG:-3x—-2y+2z+12=0

O ponto B pertence ao eixo Oy, pelo que as suas coordenadas sdo da forma B (0, Y, 0). Como B pertence ao

plano ABG,vemque —3x0-2y+2x0+12=0< -2y=-12<y=6.

Portanto, as coordenadas de B sdo B(O, 6,0) e uma equagao da superficie esférica é:

(x—O)2 +(y—6)2 +(z—0)2 =(\/@)2 <:>x2+(y—6)2+z2 =69
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Outra resolucao: o ponto B pertence ao eixo Oy, pelo que as suas coordenadas sdo da forma B(O, Y, 0) .

As rectas HG e BG s3o perpendiculares. Um vector director de BG é BG e como HG e EF sdo paralelas, um
vector director de HG é v(-3,-2,2).

Assim, dado que BG =G —B = (6,10,13)—-(0,y,0)=(6,10—y,13), vem que:
BG -V=0¢(6,10-y,13)-(-3,-2,2)=0<>-18-20+2y+26=0< 2y =12 y =6
Portanto, as coordenadas de B sdo B(O, 6,0) € uma equacao da superficie esférica é:
(x—O)2 +(y—6)2 +(z—0)2 =(\/@)2 o X +(y—6)2 +2°=69

2. A medida do raio da circunferéncia é 3, pelo que as coordenadas do ponto A, séo A(3cos a,3sen a) . Como o

ponto B é o simétrico de A em relagdo a origem, vem que B(—3cosa,—3sena) e C(—3cosa,0), em que

3cosa <0 e 3sena >0.

Seja [BD] 0 segmento de recta paralelo a Ox , tal que D € o simétrico de A em relagéo ao eixo Ox , ou seja, sendo

[BC] abase do triangulo, a sua altura é [BD]:

YA
A(3cosa,3sena)
1
]
1
I
|
| a
c
| \ o
! 0 X "
! |
i ' 3sena
! |
! |
! |
D(3cosa, ~3senar) WA B(~3coscr,_asencr)
| |
1 1
| |
O-—-—mmmmm °
2x(—3cosa)=—6cosa
o " , BCxBD —6c0osax3sena
Assim, a area do tridngulo [ ABC] ¢ dada por = =-9senaCcosa .

2

Exame Nacional Matematica A | 2021 | 1.2 Fase | Proposta de Resolugio | 3



José Carlos da Silva Pereira | Recursos para Matematica

3. Consideremos os acontecimentos A: «o estudante escolhido é rapaz» e B : «o estudante escolhido é estrangeiro».

Do enunciado sabe-se que P(A)=0,6 <> P(A)=0,4 e P(AnB)=0,15.

Pede-se a probabilidade de o estudante escolhido ser portugués, sabendo € que rapaz, ou seja, P(§|A) .

pssim, P(B]A) = P(BNA) _P(A)-P(BAA) 04-015 0,25

— 0,625, ou seja, 62,5% .
P(A) P(A) 0.4 04 ousepa ’

Resposta: D

4. Tem-se que:

= dos trés dirigentes escolhem-se dois para conduzirem cada um dos veiculos. O nimero de maneiras de o fazer & °C, .
Para cada uma destas maneiras, os dois dirigentes escolhidos permutam de 2! maneiras pelos dois veiculos. Portanto,
para as posigdes de condugao nos dois veiculos temos °C, x 2!=°A, possibilidades.

= no carro tém de viajar dois jogadores do sexo masculino e dois do sexo feminino. Assim, dos cinco do sexo masculino
escolhem-se dois, 0 nimero de maneiras de o fazer é 502 : e dos cinco do sexo femininos escolhem-se dois, 0 nimero

de maneiras de o fazer € °C, . Para cada uma destas maneiras, os quatro jogadores permutam de 4! maneiras distintas

nos quatro lugares do carro. Portanto, para ocupar os restantes quatro lugares do carro temos °C, x °C, x 4!
possibilidades.

= finalmente, as restantes oito pessoas permutam de 8! maneiras distintas nos restantes oito lugares da carrinha.

Assim, uma expresséo que da o nimero de maneiras diferentes de distribuir os catorze elementos pelos catorze lugares
é 3A2 x 5C2 X 5C2 x 41x 8!,

5. O nimero de casos possiveis é *°C. , que & o nimero de maneiras de escolher cinco alunos entre os trinta.

Tem-se que:

= 60% s&o raparigas, ou seja 0,6x30 =18 s&o raparigas e portanto, doze sao rapazes;

= um tergo dos rapazes tém 17 anos, ou seja, %xlz =4 tém 17 anos e portanto, os restantes oito rapazes tém 15 ou

16 anos;

= um tergo das raparigas tém 15 ou 16 anos, ou seja, %x18= 6 tém 15 ou 16 anos e portanto, as restantes doze

raparigas tém 17 anos.
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Portanto, dezasseis alunos tém 17 anos e catorze tém 15 ou 16 anos.

Assim, escolhem-se 0 André e a Beatriz, o niUmero de maneiras de o fazer é 2C2 : dos dezasseis alunos com 17 anos

escolhem-se dois, 0 nimero de maneiras de o fazer € *°C, ; e, finalmente, dos restantes doze alunos com 15 ou 16 anos

escolhe-se um (excluem-se o André e a Beatriz), o nimero de maneiras de o fazer ¢ *°C,.

Logo, o nimero de casos favoraveis é °C, x °C, x C, = *°C, x12 e a probabilidade pedida &

6. Seja r,com r eR, arazdo da progressao geométrica (vn ) :
Tem-se que Vv, =V, x I’ <108 =4r° < r*=27Tcr=327<r=3.

Portanto, v, =v, xr =4x3=12.

7. Para n natural e impar, tem-se que (—1)n+l =1, pois se n & impar, entdo n+1 é par.

. 1
Logo, para n natural e impar, tem-se que u, =2+—.
n

. 83 67 83 67 1 _67 1.83 1 67
Assim, u, € S —<SU S—2+—<— AN 2+—2—>—<—-2
41'33 41 33 n 33 n 41 n 33
<::>1£i A l i >33 A N<41<33<n<4l
n 33 n 41n

Portanto, os termos de ordem impar da sucess&o (u, ) que pertencem a B?l) 2;

seja, cinco termos.

5

16C x12

~0,01.

Resposta: A

} S80 Uy, Ugg, Uy, Ugg € Uy, OU
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z
8. Tem-se que w=-1 =
z

Assim, como um outro vértice esta no semieixo real positivo, esse vértice sera o afixo do nimero complexo e'® , pelo
que sendo n o numero de vértices, com ne N, vem que:

%—0:2‘(—”, keZ*@ézM, keZ' en=14k, keZ'
n n

Portanto, fazendo k =1 obtemos o nimero minimo de vértices, pelo que esse nimero é n=14x1=14,

Resposta: B
_ . N ST U .
9. Tem-se que W:zlxzzz( 3+2|)(_1+2|): 3-6i+2+4" —3-4i-4 -7-4i 2+i
z, 2—1 2—i 2—-i 2—1  2+i
~14-7i-8i-4i®* -14-15i+4 -10-15i .
= — = = =-2-3i
2°—i 4+1 5
De uma outra forma: reparando que (2 - i)i =2i—i’ =1+ 2i, vem que:
2xz, (-3+2i)(1+2i) (-3+2)(2~0)i _
w= = : = =-31+21°=-2-3i
z, 2-i 21
Assim, |w|=(~2)° +(-3)" =\/4+9 =13
Por outro lado, Arg(w)e}—%{ —Z{ se Im(w) < Re(w)<0. Assim, como Im(w)=-3 e Re(w)=—-2 e como

~ aproposicdo |w|=+13 A Arg(w)e }—37”—%[ é verdadeira.
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10.

10.1. Afungdo f é continuaem x=1 se lim f (x)=lim f (x)=f(1).

x—1" x—1"

= lim f(x)= Iim(—x2(1+2In x))=—12x(1+2In(1))=—1><(1+2><0):—1

x—1" x—1"

- f(1)=—1"x(1+2In(1))=-1x(1+2x0)=-1

_gexl -5(e** -1 _ x-1_ _ D =
lim £ (x)=lim 222 i e I O S O it 8
X1 x> X2 +3X—4 1) x—>1*(x_1)(x+4) oI X4+4 x> X—=1  y=x1 5 y50 y
Xx—>1"=y—>0 | —
Limite notavel
=-1x1=-1

Logo, a fungdo f & continuaem x=1.

i)x*+3x-4=0x=-4 v x=1=x*+3x—4=(x-1)(x+4)

10.2. Para x € ]0,1[, tem-se que f (x)=—x*(1+2Inx), pelo que:

. f’(x)=(—x2)r(1+2Inx)—x2(1+2lnx)’=—2x(1+2|nx)—xzx2><%=—2x(1+2|nx)—2x:

=—2x—4xInx—2x =—-4x—4xInx=-4x(1+Inx)

» f'(X)=0e -4x(1+Inx)=0<=-4x=0 v 1+Inx=0<=x=0 v Inx=-1<x=0 v x=e"

4 1, . .
Como xe]0,1], vemque x=e"' == é o Unicozerode f' neste intervalo.
e
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Elaborando uma tabela de sinal de f' e relacionando com a monotonia de f , vem:

X 0 : 1
e
—4x nd. - — — nd.
1+Inx nd. — 0 + nd.
f '(X) nd. + 0 — nd.
f nd. /! max. N nd.

[XY

Logo, nointervalo ]0,1[, afungéo f é crescente em }0,

@ |+

, L 1
, & decrescenteem | —,1| etem maximoem X =—,

queé f [3 - —(%)2 (1+ 2In[%)] =—ei2(1+ 2In(e™)) =—ei2(1+ 2x(-1)) =—ei2x(—1) =ei2.

@D

11. Para mostrar o que se pretende, basta mostrar que existe pelo menos um c }%3?”[ tal que g’(c) = 1 .

2

Tem-se que:

= g'(x)=x"cosx+ x(cosx)' +(sen x)' =COS X+ X(—Sen X) + oS X = 2C0S X — XSen X

=afungdo g’ é continuaem [% , 3?”} por ser o produto e a diferenga entre fungdes continuas no seu dominio (fungdes

polinomiais e trigonométricas)

=g Zl-2cos] Z |- ZExsen| Z|=2x0-Zx1=-2 |
2 2) 2 2 2 2

V4 1 4 1
Como ——<—=,vemque g'| — |[<—=.
2 2 2 2
=g 37 2cos| 32 |- 37 wsen 32 =2><0—3—”><(—1)=3—”.
2 2 2 2 2 2
3z 1 (37 1
Como —>—-=,vemque g'| — |>—=.
2 2 2 2
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Logo, g’(%j < —% < g'(%) , pelo que, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, dc e }%3?”{ tal que g'(c) = —% ou

seja, existe pelo menos um ponto pertencente ao gréfico de g em que a recta tangente ao gréfico da fungao nesse ponto

tem declive —1 .

12. Se o gréfico de h tiver assimptota obliqua, o seu declive é dado por:

3

X
h(x 2 3
im 1) _ i 2x _Inleim23X| Cim X im 1Inx: 1| =
X X x* —xInx i 2_/)(’Inx 2-1% im (z_mxj
X/S(Z X X—>+00 X X
B 1 B 1 B 1 _l
2—1im M lim L 2_ox L 2-0x0 2
X—+w X X~>+oox +oo
Limite notavel

A ordenada na origem ¢é dada por:

lim [h(x)—%sz lim [X—3—3xj= lim 24— 27" 4 xinx _ fim X Inx

X+ x>+l 2x2 —Inx 2 X+ 4x% - 2Inx X +o XZ (4 2In Xj

2

X
Limite notavel
—
In x lim In x
. InX - X X—>+00 X O
=, nx 27 oM "hx 2 In x 2 - 2
X—>+0 X—>+© - -
x| a_INX 2 4-—"xZ 4—lim —"xlim S 4-0x
X X X X X400 X X—>+0 ¥ + 00
—_——
Limite notavel
0
= :0
4-0x0

Logo, a recta de equagdo y = %x ¢ a assimptota obliqua do grafico de h, quando x — +
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13.

13.1. No inicio do vazamento a altura do combustivel é dada por:

2
3

2
a(0)=1,8-(0,216+0,0039x0)s =1,8 - (0,216)

Quando o combustivel ocupa metade da capacidade do depoésito, a altura é metade da altura do depésito, isto €, 0,9

2
metros, pelo que a diferenga pedida é igual a a(0)—-0,9=1,8—(0,216)3 —0,9=0,54.
Resposta: B

13.2. Passados t, minutos apos o inicio do vazamento, a altura do combustivel é dada por a(t, ). Passado o mesmo
tempo, isto &, mais t, minutos, portanto no instante t, +t, = 2t, minutos, a altura do combustivel é dada por a(2t, ).

Neste instante 2t, a altura do combustivel era metade da altura do combustivel no instante t,, pelo que:
1
a(2t)= Ea(tl)
Portanto, pretende-se determinar t tal que a(2t) =%a(t).

Definindo no editor de fungdes da calculadora grafica y, =a(2t) e y, = %a(t) , vem que:

YA

(177.71,0.43)

—~Y

Portanto, a(2t):%a(t)<:>t:tl, em que t ~177,71. Como 177,71=120+57,71, o instante t, pedido,

corresponde a 2 horas e 58 minutos, aproximadamente.
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14. Tem-se que:
{xeR:1-x>0}={xeR:x<1}=]-01]

. DZ{XER:(l_x)eX71>O} *-150, VxeR

= Neste dominio D, tem-se:
In((l—x)eX l)=x<:>(1—x)ex‘1=eX A Xe€ D<:>(1—x);a/><e‘1=9/ A XxeDe

o (1—x)1=1 A XeDeol-x=e A xeDeol-e=x A xeD
e

e*#0, VxeR
Como 1-e e D, vem que o conjunto solugao da equagao é {1— e} :
15. Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos A, B e C :

k>0=k=0

f(x)=g(x) < Ksen(2x)=Kcosx <> 2senXCOSX =COSX <> 25N XCOS X — COSX =0 <>

< cosx(2senx—1)=0<cosx=0 v 2senx—1=0<>cosx=0 v senx=

<:>X—£+k17r v X:£+2kl7r v X:%T+2kl7r, ki eZ

Assim:
. k1=0—><:>X=Z v x=2 v X:5—7r; —e[——,z} ze[—z,z}es—”e{fiz}
2 6 6 2 2'2]" 6 2’2 6 2’2
rk=1l>ox=— v X:B—ﬁ v ;%e[—z,z}elg’le[—z ﬁ}
6 —' 2 2’2 6 2’2
ck =l s e x=F  xo 2  __I7, ,ze[,z z} ,&g{,z z}e,zg[,z z}
1 2 6 6 2 2’2" 6 2'2 6 2'2

Logo, como A é o ponto de menor abcissae C é o de maior abcissa, tem-se:

. A(—%,g(—%n,pelo que como g[—%jzkcos( ”jzkx0=0,vem que A(—%,Oj

* B E,g(fj , pelo que como g(szkcos(sz \/g—@,vemque B ﬁ,@
6 6 6 2 2 6 2

kx X2 =
6
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T T T T T
= C|=,g| = ||, peloquecomo g| — |=kcos| — |[=kx0=0,vemque C| —,0
(2 g(zD PR g(zj (2] " | (2 J

Finalmente, como o tridngulo [ABC] é rectangulo em B, vem que os vectores BA e BC sdo perpendiculares, pelo

que BA-BC =0.

Como:

EA\:A_BZ(_Z,()]_ f,@ - _2_”,_@ e EzA—Bz(Z,Oj— f,@ - f,_@
2 6 2 3 2 2 6 2 3 2

vem que:

@&-B—C=o@[—2—”,—‘(—‘@)(1—@}=o©—2—”x£+(-@}£—@}=o@

3 2 3 2 3 3 2 2
2 2 2 2 2 2
2z +k X3=O<:>k ><3=27r k2=8i<:>k= 8z
4 4 9 27 k>0 27

<:>k=\/§—\/ﬂ_2<:>k:2\/_£><£®k:2\/€ﬂ
2 33 3 9

_2\/€7r

FI M
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELEGCAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, a transcricdo do texto da opgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUGAO

Nos itens de construgado, os critérios de classificagdo apresentam-se organizados por niveis de desempenho
ou por etapas. A cada nivel de desempenho e a cada etapa corresponde uma dada pontuagéo.

A classificagao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por niveis de desempenho
resulta da pontuagao do nivel de desempenho em que forem enquadradas e da aplicacdo dos critérios de
desvalorizagao definidos para situagbes especificas.

A classificacao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por etapas resulta da soma
das pontuagbes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagédo dos critérios de desvalorizagao definidos
para situagdes especificas.

Nas respostas classificadas por niveis de desempenho, se permanecerem duvidas quanto ao nivel a atribuir,
deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta que nao
atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam a produgao de um texto tem em conta a organizagao
dos conteudos e a utilizacdo adequada do vocabulario especifico da Matematica.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da fungéo ou dos graficos das fungdes
visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as

respostas aos itens de construgdo que envolvam calculos ou justificagdes.

Situagao

Classificagao

1. Utilizagdo de processos de resolugdo que nao estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolucéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugédo
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolucao que néao
respeitem as instru¢des dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo nao é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam sdo pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacdo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

A resposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentacdo de calculos ou de
justificagbes necessarios a resolugdo de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacgao explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificagdes.

Se a resolugdo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta € pontuada com
a pontuagéo prevista.

Caso contrario, a etapa é pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que nao
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.
Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item é
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigdo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugaéo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuacao prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

Prova 635/1.2 F. | CC e Pagina 2/ 11




Situagao

Classificagao

. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na

resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto a pontuacdo da etapa em que o erro
ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de

conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugéo
de uma etapa.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10.

Resolugéo incompleta de uma etapa.

Se a resolugdo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagdo da etapa; caso contrario, a
pontuagdo maxima a atribuir é a parte inteira de metade da
pontuagao prevista.

1.

Apresentacdao de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentagao de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12.

Apresentacéo do resultado final que néo respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fracdo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto & pontuag&o da etapa correspondente
a apresentacdo do resultado final.

13.

Utilizagédo de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagdo do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14.

Utilizagao de valores aproximados numa etapa quando
deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
€ a parte inteira de metade da pontuagéao prevista.

15.

Apresentagdo do resultado final com um numero de
casas decimais diferente do solicitado, ou apresentacao
do resultado final incorretamente arredondado.

E subtraido um ponto & pontuagéo da etapa correspondente
a apresentagéo do resultado final.

16.

Omisséo da unidade de medida na apresentagéo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuagéo prevista.

17.

Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a caracterizagao
do desempenho, a classificagédo a atribuir a resposta nao
€ desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagdo
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagdes atribuidas, salvo se houver indicagdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18.

Utilizagdo de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolugdo que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas s&o pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificagcao; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuagao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

TP P PP PP PPPPPTPPPRRN 12 pontos

& et eeeeeeeeeeeeeeeeetetstessssseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessssssssssssssssseeieieeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeseseestnnnnnnnnnnnaaaaaaaaaaaaaas 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Reconhecer que o vetor de coordenadas (—3,-2,2) & normal ao

PIANO ABG ..o 1 ponto
Escrever —3x — 2y + 224 d =0 .o 2 pontos
Escrever —3X 0 —2X10+2X134d =0 oo, 2 pontos
(0] 01 L R IRV Z=1 o) e L= X7 AU 1 ponto
Obter as coordenadas do PONtO B ...c..eeuieiieeieeee e 3 pontos
Determinar o raio da superficie eSférica ...........ccocccviiiiiiiiie e 3 pontos

Escrever a equacao reduzida da superficie esférica

(X2 (P =60 422 =69) oo 2 pontos

2.° Processo

Designemos por b a ordenada do ponto B

Reconhecer que o ponto B tem coordenadas (0, 5,0) ...ccccoeveveveveceeeennne. 1 ponto

Determinar as coordenadas do vetor @ ........................................................... 2 pontos
Determinar as coordenadas do VEOr GE  ....ovvv.evveeoreeeeeeeeseeeeeseeeeeeeeeseeeeeeseeen 2 pontos
Escrever GB . GE =0 (OU eqUIVAIENTE)  ....ooiiiiiiiec e 2 pontos
Determinar 0 Valor & D .......coveveieeieciece e 2 pontos
Determinar o raio da superficie esférica ...........ccccocvviiiiiiiiiiiiiiiicee e 3 pontos

Escrever a equagéao reduzida da superficie esférica

<x2+(y—6)2+22:69> .................................................................................. 2 pontos
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© e EEeeeeeeeeeeeeeeeeeessesseseeeeseeeeeeeesesssstssesesseeeseeeeeesessttsseeeeteeeeeeiaaannnttttetttetteeeeaeaaaaaantrreeaaaeaaeeeaeaaaannes 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Indicar as coordenadas do ponto A, em fungao de @ ...cccceevveeuveeecieeeecieeeeene, 3 pontos
Indicar a ordenada do ponto B, em fungdo de @ .........cccoevveeveeuieieciieieiieeee 2 pontos
Indicar a abcissa do ponto C, em fungB0 de @ .....cceeeveeeeveeeeeeeeeeeeeee e 2 pontos
Escrever CB, em fUNGAO dE @ o 2 pontos
Obter a altura do triangulo, em funga0 d€ @ ..eeeveviieeeiiii e 3 pontos
Obter a expressao pretendida (ver nota) ............ccccccoeviiiiiiiiiieee e 2 pontos

2.° Processo

Indicar a ordenada do ponto A, emfungao de @ ......cccccceeveeeeecieiccieeceeee e 2 pontos
Indicar a ordenada do ponto B, em fungdo de @ .......ccccevevieiiiiieiiieieiieeieeins 2 pontos
Indicar a abcissa do ponto C, em fungao de @ ......cccoeeeveieeeccieeeeeeceee e 2 pontos
Determinar a area do triangulo [AOC], emfungdode @ ....ccoccoovvvvveveceeeeenn. 3 pontos
Determinar a area do triangulo [BOC], em fungdode @ ....ccccooovvevveeeeeeerecnnnne, 3 pontos
Obter a expressao pretendida (ver nota) ...........cccooocviiiiiiiiii i, 2 pontos

Nota — Se a expresséo apresentada néo for —9 sen & cos &, a pontuagéo a atribuir nesta
etapa € 0 pontos.

© e eeeeeeeEeseeeeesessaeeeeestssseeeeessstssseeesestsssseeeesestsnnieeeeettnnnteettentnna.aetttanaaettttaaeeeeetnnaaaeeerraaaaaaes 12 pontos

t ettt eeeeeeetetessssss.eeeeeseeeseeeeeeeeeeeeesessssssssssststessssssssesiseseseseeeeeeeeesstessssseeststtttetenn.—————————————————————— 14 pontos

Apresentar a expressao

(3/12 X3C, x°Cy x 4! x 8! ou equivalente) (ver nota) ...........cccceeevveeeenecieennnn. 14 pontos

Nota — Por cada fator incorreto ou ndo apresentado, devem ser descontados 3 pontos.
Caso seja considerada a operagéo adigdo, em vez da operagdo multiplicagéo, na
conjugacao das contagens dos elementos da comitiva em cada um dos veiculos,
devem ser descontados 5 pontos.

Se, por aplicagao deste critério, o valor obtido for negativo, a classificagao a atribuir
a resposta é 0 pontos.
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Determinar o nimero de alunos com 17 anos e o niumero de alunos com 15 ou

L IE= 10T 1= T PP O PPPPPRPPRN 2 pontos
Apresentar o nimero de casos possiveis: 30C5 (vernota1) .....cccoovvveviiieinnnnnnn, 4 pontos
Apresentar o nimero de casos favoraveis: '°C, x 12 (vernotas2e 3) ............ 6 pontos
Obter a probabilidade pedida (0,01) (ver nota4) .........cccccovivieeeeveeeeennnn. 2 pontos

2.° Processo

Determinar o nimero de alunos com 17 anos e o niumero de alunos com 15 ou

L IE= 10T 1= TP POPPPPPPPRRN 2 pontos
Apresentar o numero de casos possiveis: 30A5 (vernota1) .....ccoooeeiiiiiiiiiiinnn, 4 pontos
Apresentar o nimero de casos favoraveis: '°C, X 12 x 5! (ver notas 2e 3) ... 6 pontos
Obter a probabilidade pedida (0,01) (vernotad) ..., 2 pontos
Notas:

1. Se a expressao apresentada nao for equivalente a 30C5 (1.° processo de resolugéo)
oua 30A5 (2.° processo de resolugéo), a pontuagéo a atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se a expressao apresentada for equivalente a 16C2 X 14 (1.° processo de resolugéo)
oua 'C,x14 x5! (2.° processo de resolugo), a pontuago a atribuir nesta etapa
é 3 pontos.

3. Se a expressdo apresentada ndo for equivalente a 'C, x12 ou a '°C, x 14
(1.° processo de resolugao), oua °C, x 12 x 5! oua '°C, x 14 x 5! (2.° processo de
resolugéo), a pontuagéo a atribuir nesta etapa é 0 pontos.

4. Se a etapa relativa ao numero de casos possiveis e a etapa relativa ao numero de

casos favoraveis tiverem sido pontuadas com 0 pontos, a pontuagao a atribuir nesta
etapa é 0 pontos. A mesma pontuagcéo de 0 pontos deve ser atribuida caso o valor

obtido nZo pertenga ao intervalo [0, 1]

Opgéo (A)
Reconhecer que, para n impar, u, =2+ % ....................................................... 4 pontos
1 <~ 83 1 -~ 67
Escrever 2+ — 2 S5 A 24 = S s 4 pontos
Y n =41 n= 33 P
Obter 233 A FSAL e 3 pontos
Responder a0 problema (5) ..o 3 pontos

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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< PSSP PPPEPPRR 12 pontos

Opcéo (B)

D e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesssses.saaeeeieeeeeeeeeeeeeeeseteteeeetetstetent—————————iaaaeaeaaeaeaeeerererrrrenns 14 pontos
Escrever w = (_3 +22l—)(i1 +2Z> .......................................................................... 1 ponto
Obter w = _77_41 .............................................................................................. 2 pontos

2—1i
Escrever w = (_7 — ‘_“)(2 + l) ........................................................................... 2 pontos
2-i)(2+1)
OBEI W = =2 — 31 oottt 3 pontos
DEEIMINGT | W | o 3 pontos
Justificar que Arg(w) € _%Tﬂ’ - % ................................................................. 3 pontos
L0 SRS 14 pontos
Determinar 1M f(X) oo 2 pontos
x—1-
Escrever lim f(x)= lim <—x2 (1+21In x)) ...................... 1 ponto
x—1- x—1-
Obter 1M f(X) = =1 .o 1 ponto
x—1-
Determinar 1M (X)) ooeeeoeeceeeeee e 10 pontos
x—1*
x-1
Escrever lim f(x)= lim = Se 1 ponto
xﬂ1+f< ) x—1* x2 +3x-4
x—1 x—1
Escrever lim S=SetT =5 lim D S 3 pontos
x—1* x2+3x—4 o1t (x=1)(x+4)
Escrever
x—1 x—1
5 lim —¢ =1~ 50im € =L x im —1 2 pontos
-1+ (x=1)(x+4) -1t x—1 x-1v x+4 P
Escrever
. x—1 _ X . Y _
5 lim € =1 « 1im 1 —  _ lim =1 ... 3 pontos
-1t x—1 x—1*X+4 y=x-1  y 0+ y
Obter 1M f(X) = =1 i 1 ponto
x—1%
Referir QU f(1) = =1 oo 1 ponto
Concluir que a fungdo f é continuaem X =1 .....cccocormiiiiiiiineiieeeeee, 1 ponto
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& et e Eeeeeeeeeeeeeeeeeeeessssteseeseeeeeeeeeeeeessssssesteseeeeeseeiiasassttssestettteeeetetaaan_—————tteteaeeeeaeaaaanrrareraaaaaaeeaaan 14 pontos
Determinar f'(x) em ]0,1[ (Vernota1) ..........cccoccoooomomimiereseririrninnnns 4 pontos
ESCIEver (X)) =0 oo 1 ponto
Determinar o zerode ' em 0, 1] e, 2 pontos

Apresentar um quadro de sinal de f” e de monotonia de f/ em ]0,1[

(OU €QUIVAIENTE) ... 4 pontos

Apresentar os intervalos de monotonia da fungdo em [0, 1[ (ver nota2) ... 1 ponto

Reconhecer que o extremo relativo & f(%) ................................................... 1 ponto

Determinar f(1> S o 1 ponto
e ez

Notas:

1. Se for evidente a intencao de determinar a derivada da fungéo, a pontuagdo minima

a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

2. Se for referido que a fungéo [ é crescente em ]O, %[ em vez de ]O, %] e

decrescente em ]12, 1[, em vez de [%, 1[, esta etapa deve ser considerada como

cumprida.

L SRR 14 pontos
Determinar @'(X) (VEr NOLA) ..o 3 pontos
Referir que a fungao g' € continua em [%, 377[] ............................................. 2 pontos

o T
Calcular g <5> ................................................................................................... 2 pontos
(37
Calcular g T | s 2 pontos
. 4 1 (37
Referir que g Lo @3] s 3 pontos
2 2 2
Invocar o teorema de Bolzano-Cauchy para concluir o pretendido ..................... 2 pontos
Nota — Se for evidente a intengdo de determinar a derivada da fungéo, a pontuagao
minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.
7SR 14 pontos
. h(x
Determinar lim ) i 5 pontos
X—+o0 X
x3
. h(x . 2 _
Escrever lim Q - lim 2x"=Ihx 1 ponto
X—+o00 X X —+00 X
x3
2 ) 3
Escrever lim 2X°— Inx _ i, X, 1 ponto
X —>+00 X X =400 2x3—xlnx
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13.2.

Obter lim h(x) R 3 pontos

x—+o00 X 2
Determinar  lim [A(x)— N
X —+00 2
Escrever lim |Ah(x)— Lyl= tlim X 1y 2 pontos
X —>+00 27 xotoo 2x2—lnx 27) 7T P
. x3 1 . xInx
Escrever lim (———~x|= lim ———>— .. 2 pontos
x—to\2x2—lnx 2 x—+0 4x2 =2 1Inx
Obter lim |[A(x)— L 20 e 4 pontos
X—+00 2
Concluir que a reta de equagéo y = %x € assintota obliqua ao
o 1= LieYo X = IR {8 [0 Tox= o NN /AR
Opcéo (B)
Apresentar a equacgéao
2 2
1,8 —(0,216 + 0,0078¢)3 = % X <1,8 —(0,216 +0,0039¢)3 )

(ou uma equacéo equivalente) (vernotas 1€ 2) .......occoceeeiiiiiiieiiiiee e,

Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) fungdo(des) visualizado(s) na calculadora que

permite(m) resolver a equagao (ver Nota 3) .........ccccceevviiiiieeiiiiiee e
Apresentar as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) ......cccoeevevviiieeieiiiinenn.

Apresentar o valor de #, na forma pedida (2h 58 min) .....ccccocovvvereviecrernnnne.

Notas:

1. Se a equacao apresentada ndo traduzir corretamente o problema, a pontuagéo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se nao for apresentada qualquer equagéo, a pontuagao a atribuir nesta etapa é
0 pontos. As restantes etapas sao pontuadas de acordo com o desempenho, se for
inequivoco que correspondem a resolugdo da equagao que traduz corretamente o
problema.

3. Se nao for apresentado o referencial, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.

8 pontos

5 pontos

4 pontos
2 pontos

3 pontos

12 pontos

14 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Determinar 0 dominio da CONIGAO  ....o.uvviiieiiiiiiie e 2 pontos
Escrever In(1—x) + 10 e = X oo 4 pontos
Obter IN(1—=X) + X = 1= X oo 2 pontos
Obter IN(1—=X) =1 oo 2 pontos
(0] o] C= N R - R RRURR 3 pontos
OBEI X =1 = € oottt 1 ponto

2.° Processo

Determinar o dominio da CONAIGAO  ......ccceeeiiieiiiiiieeeeie e 2 pontos
Escrever (1= Xx)eX = €% e, 4 pontos
ex
Ol | — X = o e 4 pontos
ex—l
OBEI 1 — X = €@ oottt 3 pontos
OBEI X =1 = € oot 1 ponto

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Resolver a equagdo ksen (2x)=kcosx em [—%, %] ................................. 3 pontos
Escrever as coordenadas dos pontos A € C ...oooeeveeeeoeeceeeeeeeeeeeee e 1 ponto
Escrever as coordenadas do ponto B, com a ordenada em funcdo de k& ......... 2 pontos
Determinar as coordenadas dos vectores BA e B_C> em fungdode k ......... 2 pontos
Determinar BA . R’) emfungao de A ....oocoooeiiiiiiieee e 2 pontos
Resolver a equacao BA . BC =0 oo 2 pontos
Apresentar o valor de & (\/% 77) .................................................................. 2 pontos
2.° Processo

Resolver a equagdo ksen (2x)=/kcosx em [—%, % ................................. 3 pontos
Escrever as coordenadas dos pontos 4 € C  ...cccoovveveeeceeceeeeeeeeeeeee e 1 ponto
Escrever as coordenadas do ponto B, com a ordenada em fungdo de k& ......... 2 pontos

14 pontos

14 pontos
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Determinar AB € BC, emfuNCE0 A€ K .oovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 2 pontos

Resolver a equacgao AB? 4+ BCP=AC? oo 4 pontos
Apresentar o valor de & (1/ 28—7 77) .................................................................. 2 pontos
COTAGOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 11 itens
da prova contribuem 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 10.1. | 10.2. | 13.1. | 13.2. 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes 7 itens, contribuem
para a classificagao final da

) . 2. 5. 7. 9. 1. 12. 14. Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200

Prova 635/1.2 F. | CC e Pagina 11/ 11



9 REPUBLICA
PORTUGUESA I VE DE AVALIACAO

EDUCATIVA, I.P.

EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.7 Fase | Ensino Secundario | 2021
12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 55/2018, de 6 de julho

Duracao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 11 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final. Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagao final os 4 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2
a/Tr (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura

Volume de um cone: % X Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %71’)’3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

~ oi rge U+ u
Progressio aritmética: ———" xn
P ~ ST 1—r

rogressao geométrica: u; X =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oind

" SO0+ 2kn
oel =npe 7 (ke{0,....n—1} e neN)
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Regras de derivagao

(u+vy=u+
(uv)=uv+uv

’ ’
l)zuv—uv
v

P2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

Inuy = 4
(Inuy = &

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

. L G _

hm<l+ n) =e¢ (neN)
lim SEOL — |

x—0 X



1. Na Figura 1, esté representado, num referencial o.n. Oxyz, um trapézio [PQRS], de bases [PQ] e

[RS], emque olado [PS] ¢é perpendicular as bases.
Tem-se P(1,-1,2), 0(-2,1,1) e R(-5,5,-3)

Figura 1

% 1.1. Qual das condigdes seguintes define a superficie esférica de centro no ponto R e que passa no
ponto Q7?

(A) (x=5)2+(y+5)?%+(z-3)2=59
B) (x—35)2+(y+5)2+(z-3)*=41
€ (x+5)2+(y=5)2+(z+3)*=41

D) (x+5)+(y-5)%+(z+3)?=59

% 1.2. Determine uma equagao do plano perpendicular a reta RS e que passa no ponto P

Apresente essa equagdo na forma ax + by +cz+d =0

_rm\__1 T
2. Sabe-se que sen<a’ 2)_ 5 e que afe]O, 2[

Determine, sem recorrer & calculadora, o valor de tg(7 — @) + 2 cos <——727Z + a)

Apresente o resultado na forma < cb ,acZ, beN e ceN
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3. Numa dada localidade, existe um clube onde se pratica badminton e ténis.

% 3.1. Com doze raquetes distintas, sendo seis de badminton e seis de ténis, formam-se, ao acaso, dois
conjuntos de seis raquetes cada um.

Qual é o valor, arredondado as centésimas, da probabilidade de cada um dos dois conjuntos ficar

com trés raquetes de badminton e trés raquetes de ténis?

(A) 0,22 (B) 0,43 (c) 0,50 (D) 0,87

% 3.2. Relativamente a este clube, sabe-se que:
e cada soécio pratica uma e s6 uma das duas modalidades;

e 65% dos sdcios sdo mulheres;

° L dos homens pratica badminton;

7
5

e — dos praticantes de badminton sdo mulheres.

6
Escolhe-se, ao acaso, um sécio deste clube.
Determine a probabilidade de o s6cio escolhido ser uma mulher que pratica ténis.

Apresente o resultado na forma de percentagem.

4. Considere, num plano @, duas retas paralelas r e s

Assinalam-se, na reta r, cinco pontos distintos e, na reta s, um certo nimero n de pontos, igualmente
distintos.

Sabe-se que, com os pontos assinalados nas duas retas, é possivel definir exatamente 175 triangulos.

Determine o valor de n

5. Na Figura 2, esta representada parte do grafico de uma fungédo g, de dominio R\{2}

Areta de equagdo x =2 é uma assintota vertical ao grafico VA I
da fungdo g : g
. ~ 5 |
Seja (Vv,) asucesséo de termo geral v, =2 —
ja (¥i) asu geral v, =2-7 73 A
Aque éigual limg(v,) ? —] ! _
9] 2 X
(A) 0 (B) 1 Figura 2
(C) 2 (D) +oo
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6. Seja (u,,) uma progressao aritmética.

Sabe-se que, relativamente a (u,,) a soma do sexto termo com o vigésimo é iguala —5 e que o décimo

nono termo é igual ao quadruplo do sétimo termo.
Determine a soma dos dezasseis primeiros termos desta progresséao.
I'Si
7. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z =2¢ 3
Seja w o numero complexo tal que z X w =1

Qual dos valores seguintes € um argumento do niumero complexo w ?

© -2F (o) -1%

197 21

A B) %

8. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Em C, conjunto dos nimeros complexos, a condigao (1+2i)z+(1—2i)z +10=0 define, no plano
complexo, uma reta.

Considere todos os numeros complexos cujos afixos pertencem a esta reta.
Determine qual deles tem menor médulo.

Apresente esse numero complexo na forma a + bi, com a,bc R

9. Seja f afungdo, de dominio R, definida por

X

x-—e” se x<0
X
Sf(x)= ;
7~x+1_3 se x=0
x+1

Resolva os itens 9.1. e 9.2. sem recorrer a calculadora.

% 9.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu gréfico e, caso estas

existam, escreva as respetivas equacgoes.

% 9.2. Determine a equagdo reduzida da reta tangente ao grafico da fungéo f no ponto de abcissa —2

s
0,2

Estude, sem recorrer a calculadora, a fungdo /4 quanto @ monotonia e quanto a existéncia de extremos

10. Seja & afungéo, de dominio [ [ definida por A(x)=sen x + cos? x

relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.
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11. Num laboratoério cuja temperatura ambiente é constante, aqueceu-se uma substancia até atingir uma
certa temperatura, superior a temperatura ambiente, e, a seguir, deixou-se arrefecer essa substancia
durante uma hora.

Admita que a temperatura dessa substancia, em graus Celsius, ¢ minutos apos o inicio do arrefecimento,
é dada por

T(t)=20+100e*, 0<¢<60

em que k é uma constante real positiva.

% 11.1. Durante o arrefecimento, houve um instante # em que a temperatura da substancia foi 30 °C.

Qual é o valorde k?

(A) ln<lt?) B) 4 —In10 () Inl10 (D) 4 +1n10

% 11.2. Considere k£ =0,04

Sabe-se que, durante os primeiros #, minutos, a taxa média de variagdo da fungéo 7 foi igual
a —24

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o valor de f,, sabendo que esse
valor existe e é unico.

Apresente o resultado em minutos e segundos (segundos arredondados as unidades).
Né&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver a equacgao, e apresente a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondada(s) as milésimas.

Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.

12. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Considere, para um certo nimero real k, afungdo g, de dominio R\ {0}, definida por

3

xz—_erk se x<O0
g(x)=Jx"—x

2+xInx se x>0

Sabe-se que existe limo g(x)
X —

Determine o valor de &
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13. Determine, sem recorrer a calculadora, os numeros reais que sédo solu¢ao da equagao

xIn(I-x)-In(I-x)=(1-x)In(3-2x)

% 14. Na Figura 3, esta representada a circunferéncia trigonométrica.

Sabe-se que: Ay
C
e ospontos A, B e C pertencem a circunferéncia; 2
e oponto A pertence ao semieixo positivo Ox e o ponto B pertence
ao primeiro quadrante; o
9] A x

e aamplitude do angulo BOC ¢ igual ao dobro da amplitude do angulo

AOB

e aarea do triangulo [AOB] éiguala k (0 <k< %)

. . Figura 3
Mostre que a ordenada do ponto C ¢ dada, em fungédo de &,

por 6k —32k3

FIM
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COTAGCOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 11 itens

da prova contribuem 1.1. 1.2. 3.1. 3.2 5. 7. 9.1. 9.2. | 11.1. | 11.2. 14. | Subtotal
obrigatoriamente para a

classificagao final.

Cotagao (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144
Destes 7 itens, contribuem

para a classificagao final da 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12. | 13. Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuagéao.

Cotagao (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200
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1.1. O centro da superficie esférica € o ponto R de coordenadas (—5,5,—3) .

Como a superficie esférica passa no ponto Q(—2,1,1) , @ medida do comprimento do seu raio ¢ igual a:

RQ =J(_5+2)2 +(5-1)° +(-3-1)° :J(-s)z +42 4 (-4) =\0+16+16 =41

Portanto, uma condicao que define a superficie esférica de centro em R e que passa no ponto Q é:

(x+5) +(y=5) +(2+3) =(Va1) & (x+5) +(y-5) +(2+3) =41

Resposta: C

1.2. Seja « o plano perpendicular a recta RS que contém o ponto P.

Como o plano « € perpendicular a recta RS, um vector normal a « € RS . Mas, como 0 quadrilatero [PQRS] é um
trapézio, em que as bases sdo [PQ] e [RS], vem que os lados [PQ] e [RS] séo paralelos e, portanto, os vectores

RS e PQ sao colineares, pelo que o vector PQ também é normal a o .
Assim, dado que PQ =Q - P =(-2,1,1)~(1,-1,2) =(~3,2,~1), vem que:
o:-3x+2y—z+d=0
Como P(1,-1,2) pertence a o, substituindo, vem:
—3x1+2x(-1)-2+d =0 -3-2-2+d=0=-7+d=0=d=7

Wi =3X+2y-2+7=03x-2y+2-7=0
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2. Tem-se que tg(7 —« = tg(—« = -go
q g ( ) Periodo fundamental g ( ) A funcdo tangente g
da tangente é 7 é impar

Por outro lado:

1
1
I
1
I
1
1
I
o
A 4

x<VY
=<V

T 1 1 1 ,
Portanto, como sen| o — E = _E , Vem que —cosa = _E < CoSa = E e pretende-se determinar o valor de:
1
tg(7 —a)+2cos - ta =—tga+2(—sena)=—tga —2sena
Assim, como sen’« +cos’a =1 e cosa = % , Vem que:

, 1y , 1 , 24 _ [24
sen“a+|—| =losen‘a=1-—<sen“a=— = seng =,|— <
5 25 25 ae}o,g{:mwo 25

J24 246

Ssena=—— o sena=——
5 5
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=26, pelo que:

. sena
Finalmente, como tg«a = ,vemaque tga =
cosa

N
= | »{m&

tg(n—a)+2005(—%+a}——tga 2sena = —2+/6 — 2x \/_ N 4\/_ %

5

3.1. O nimero de casos possiveis & “C,, das doze raquetes escolhem-se seis para o primeiro conjunto. As outras seis

12

vao para o segundo conjunto. (ou ;:6 se considerarmos os dois conjuntos indistinguiveis)

O numero de casos favoraveis é °C. x °C., para o primeiro conjunto, escolhem-se trés raquetes de badminton entre as
3 3

°C, x °C,

seis e escolhem-se trés raquetes de ténis entre as seis. (ou se considerarmos os dois conjuntos indistinguiveis)

A probabilidade pedida é GC%CGQ ~0,43.
6 Resposta: B
3.2. Consideremos os seguintes acontecimentos:
A «o sécio escolhido € mulher» B : «0 socio escolhido pratica badminton»

Pretende-se determinar a probabilidade de o sécio escolhido ser uma mulher que pratica ténis, ou seja P(Am I§) .

Como P(Am I§)=P(A)—P(Am B)=0,65—-P(ANB), s precisamos de saber o valor de P(ANB).
Do enunciado sabe-se:
- P(A)=65%, ou seja, P(A)=0,65, pelo que P(A)=1-P(A)=1-0,65=0,35

_ P(B)-P(ANB)
P(B‘A)=l<:>P(B—TA)=£<:> P(Bmﬂ):lP(ﬂ)Q P(BmZ\)=1xo,35@ P(BNA)=0,05
7 P(A) 7 7 7

< P(B)-P(AnB)=0,05< P(B)=P(AnB)+0,05
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. P(A|B)=%©%=%@P(Ar\8)=%ﬂ3) - P(AmB):5(P(AHGB)+O,05)©

< 6P(ANB)=5P(ANB)+0,25 P(ANB)=0,25

» P(AnB)=P(A)-P(ANB)=0,65-0,25=0,40, ou seja, P(ANB)=40%.
Outra resolugao: considerando os mesmos acontecimentos, ja vimos que:

P(A)=0,65< P(A)=0,35, P(BNA)=0,05 e P(AmB):%(B)

Pretende-se P(Am E)

Preenchendo uma tabela:

A A p.m
B 5P(B) 0,05 P(B)
6
B
p.m. 0,65 0,35

5P(B
Logo, é)+0,05=P(B)<X:6>5P(B)+0,3=6P(B)<:>P(B)=0,3

5P(B):5><0,3

Portanto, P(ANB)= =0,25, pelo que P(ANB)=P(A)-P(ANB)=0,65-0,25=0,40,

ou seja, P(Am |§)=40%.

4. Para formar um tridngulo com os pontos que estdo sobre as rectas temos de escolher dois pontos da recta r e um
ponto da recta s, o numero de maneiras de o fazer é 5C2 x "C, =10n, ou temos de escolher um ponto da recta r e

dois pontos da recta s, 0 numero de maneiras de o fazer é:

n! _5n(n—1)M_5n(n—1)
2(n-2)!""  2(p-z)i 2

5C1>< "C, =5x
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Assim, 0 nimero de tridngulos distintos que se podem formar com os n+5 pontos das duas rectas é dado, em fungédo

5n(n-1) 20n+5n(n-1)
de n, por 10n+ > = 5 .

20n+5n(n-1) ) ) )
Logo, f:175<:2>20n+5n -5n=350 < 5n +15n—350:0<i>n +3n-70=0<

_ —3£,/8° - 4x1x(-70)
- 2x1

= <n=-10 v n=7

Como neN,vemque n=7.

5. Tem-se que limv, =Iim(2—ij=2—i=2—0+ =27, peloque limg(v, )= lim g(x)=1.

n+3 + 00 X—52"
Resposta: B
6. Seja r arazdo da progresséo aritmética (u, ).
. Uy +Uyg
Sabe-se que ug +Uu,, =—5 e que u, = 4u, . Pretende-se determinar u, +u, +...+U,, = TXlG :
Tem-se que:
3u, u,

"Ug=4u, < U +18r=4(u +6r)< U +18r =4u, + 24r < —6r =3u, < r=—Zror=—

Uyg =Uy +18r

Uy =Uy +6r

u
*Ug+Uyp=—5 < U +5r+u +19r=-5<2u +24r=-5 < 2u1+24x£——1)=—5<:>
= 5 U
ﬂiozuLlJ;rlrgr r7731 2

<:>2u1—12u1=—5<:>—1Ou1=—5<:>u1=l = r=—1><1<:>r=—1
2, u_ L, 2 2 4
2 2
Como u16=u1+15r=1+15>< L :1—E=—E,vemque:
2 4) 2 4 4
1 13 11
u, + 2 4 11

Assim, U, +U, +...+ Uy, =

Yo 162 4 4154 16=—=x16=—11x2=—22.
2 2 2 8
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7. Tem-se que i=e 2 , pelo que:

. i
IXW=I&W=—12=

~ Um argumento de w é 13—0”

8. Tomando z=x+yi,com X,y € R, tem-se:

Resposta: A

(1+2i)z2+(1-2i)7+10=0< (1+2i)(x+yi)+(1-2i)(x-yi)+10=0 =

< X+ yi + 20 +2yi’ +x— yf = 240 +2yi* +10=0

& 2x-2y-2y+10=0 2x+10=4y & y:g%

De uma outra forma: tendo em conta que W+ W=2Re(w) e que W, x W, =W, x W, , vem que:

(1+2i)z+(1-2)7+10=0 < (1+2i)z+(1+2i)z+10=0<> 2Re((1+2i)z)=-10

1+2i=1-2i

2Re((1+2i)2)

Mas, (1+2i)z=(1+2i)(X+yi) =X+ yi+2Xi+2yi* =x—2y+i(2x+y), pelo que Re((1+2i)z)=x—-2y.

Logo, (1+2i)z+(1-2i)Z +10=0<> 2Re((1+2i)z)=-10< Re((1+2i)z)=-5< x -2y =—-5<

X 5
SX+5=2y o y=—+—
yey 575
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Sejam r arectadadae P umpontode r.

Determinar o nimero complexo cujo afixo pertence a recta r e cujo modulo é o menor possivel é equivalente a determinar
o ponto da recta r cuja distancia a origem é minima, sendo que este ponto é o afixo do complexo pedido.

Assim, sendo F um vector director da recta r , a distancia de P & origem é minima se F-OP =0:

YA

=

<Y

O declive darecta r é % pelo que I pode ser f(2,1) . Como P pertence arecta r, vem que as suas coordenadas

s&o da forma P x,5+§ eOP=P-0O= x,5+§ ~(0,0)= x,5+§ _
2 2 2 2 2 2
I X b5 X b5
Logo, r-OP:0@(2,1)-(X,E+Ej:0<:>2x+E+E:O<:2>4x+x+5:0<:>5x:—5<:>x:—1

Portanto, P(—l,—% +gj ou seja, P(—l, 2) , pelo que o numero complexo de menor médulo cujo afixo pertence a

rectar é -1+ 2i.

Outra resolugao: o ponto P da recta r cuja distancia a origem € minima, € o ponto de intersec¢do da recta
perpendicular a recta r, que contém a origem.

. 1
Assim, sendo s essa recta, vemque m, = ——=—
m

Como arecta s contém a origem, vem que a sua equagéo reduzida é y = —2x.
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Fazendo a intersec¢éo entre as duas rectas, tem-se:

y=§+§ _ow_ X% [-4x=x+5 [-5x=5 [x=-1 x=-1
2 2o 2 2o = = & = P(-12)
y=-2x y=—2x y=-2X y=-2x |y=-2x(-1) |y=2

Logo, nimero complexo de menor modulo cujo afixo pertence arecta r é —1+ 2i.

. . o N . : X 5 ,
Outra resolucao: Depois de substituir na equacdo z por x+ yi conclui-se que y=5+5, pelo que os nimeros

complexos cujos afixo pertencem & recta definida pela equacao dada séo da forma z = x + (g + gjl \

Assim, pretende-se determinar x e R de modo que |z| seja minimo.

, (x 5Y \/2 x> 5x 25 [5x2 5x 25
Tem-seque |z|=,[X*+| Z+= | =X +++ = [+ +—
2 2 4 2 2 4 2 4

5> 5x 25 , .. . 5x> 5x 25

O valor de x para o qual |z|= T+7+T € minimo é o mesmo valor para o qual a fungéo y=T+?+T

o . 5x> 5x 25 o . o
tem um minimo. Como a fungéo y = e + > +— € quadratica, o valor de x para o qual esta fungao tem um minimo

corresponde & abcissa do vértice (¢ um minimo porque a parabola que é o grafico da fungao tem a concavidade voltada
para cima).

Podemos determinar essa abcissa usando a derivada de y, essa abissa corresponde ao zero de y' (1.° processo) OU
podemos encontrar as abcissas de dois pontos do grafico de y com a mesma ordenadas, a abcissa do vértice sera o
ponto médio dessas duas abcissas (2.° processo).

=—+-—= y’:0<:>—+—=0<:>—=—§<:>x=—1
4 2 4 2

5 5x 25 _5x 5 5x 5 5
22 22 2

* (1.0 processo) Y’ =(

. . . 25
= (2.° processo - vou encontrar as abcissas dos pontos cuja ordenada é igual a T )

2
y=§@5i+§+;g=72gc>5x2+10x=0c>5x(x+2):0c>
47 4 2 Ja /o

&5x=0 v X+2=0=x=0 v x=-2
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Logo, a abcissa do vértice da parabola 0;22 =-1, ou seja, o valor de x que se pretende é -1

Nota: claro que podemos usar a formula para determinar a abcissa do vértice de uma parabola que é dada no 10.° ano. Sendo y = ax*+bx+c

uma fungéo quadratica, as coordenadas do vértice sdo dadas por (—zb y[ D . No nosso caso s6 nos interessa a abcissa, que € dada por:
a

" 2a

‘I\)\U‘I

2><E
4

§

Qualquer um destes processos conduz ao resultado correcto.

Portanto, como x =—1 o nimero complexo de menor médulo cujo afixo pertence a recta definida pela equagdo dada é:

z=-1+ —1+§ i=-1+2i
2 2

9.1. Quando X — —oo:

. . e . . e e .e
lim f(x)= lim = lim é— lim =— = 1— lim —=1+ lim =— =1+w=4o
X—>—00 X—>—o0 X x—>—oo/x/ X=X y=-XeX=-y y—>+o _y y—>+o y

X—>—00=>y—>+0w0

Limite notavel

Logo, o grafico de f n&o tem assimptota horizontal quando x — —.

Quando X > +0:

. 1 1
| (e XZ(“xzj R S e
lim f(x)=lim| X =3 = jim>+—~ 27 jim3=lim— VX _3_

X—>+00 X—>+0 X+1 X—>+00 X+1 X—>+0 X—>+00 X+1

/x’ 1+i2
. X
= lim 1 -3=
X—>+0=x>0 X—>+w
Logo,\/x—zz\x\:x /)((14‘)()

Logo, a recta de equagdo y =—2 é assimptota horizontal ao grafico de f , quando x — +o0.
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9.2. Sendo t arecta tangente ao graficode f no ponto de abcissa —2 , tem-se que o seu o declive é dado por f ’(— 2)

Para x <0, tem-se que f(x):x_ei =é—ei _1-& , pelo que, para x<0:
X X x X
e ) (efx)'X—efxxx' —e*x—e"x1 e*x+e* e *(x+1)
f/ = 1_ :O— = — = =
2(-2+1 2 2
Logo, o declive da recta t é igual a f’(—2)=e(—j)=—e—,pelo que t:y:—e—x+b.
ST 4
e’ e’ e
As coordenadas do ponto de tangéncia séo (—2, f (—2)) = [—2,1+?j , pois f (—2) =1-—=1+ ?.

Substituindo na equagao de t, vem que:
2 2 2 2 2 2
1+e—=—e—><(—2)+b<:>1+e—=2i+b<:>1+ZeZ=7eZ+b<:>b=1
2 4 2 4 2 2

eZ
atiy=——-x+1
y 4

10. Tem-se que:
2.\ !
. h'(x):(senx+cos x) =COS X+ 2C0SX(COSX) = COSX + 2C0S X(—Sen X) = CoS X — 25eNn X CoS X

=cosx(1—-2senx)

* h'(x)=0<cosx(1-2senx)=0<>cosx=0 v 1-2senx=0<cosx=0 v senx:%

. V4 . N N ~ 1 ~ .
No intervalo [O'E[ , aequacdo cosx =0 n&o tem solugdes e a equagdo sen x = > tem apenas uma solugdo, que é
T - , . T
5 pelo que o Unico zerode h' é e

Se quisermos apresentar as solugdes gerais da equagao, tem-se:

h'(x)=0<cosx=0 v senx=%<:>x=%+k;z v X=%+2k7z v X=%+2k7r, keZ
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Assim:
k=05 ox=2 v x=Z v x=2Z, 2efoz] zefoz] o 2 eoz]
2 6 6 2 21 6 2 6 2
rk=1l> < Vv X=13ﬁ ; B—”e{o,f[
E— 6 — 6 2
ck=-1o o x=-L v x=-% =—7—7r; - {O,f[ flﬂg[oﬁ[ e —Lﬂe{o,f[
6 6 2 2 6 2 2
Portanto, o Unico zerode h' é %
Recorrendo a um quadro de sinal de h' e relacionando com a monotonia de h, tem-se:
X 0 Z Z
6 2
h'(x) + + 0 - nd.
h min. /‘ Max. \l n.d.

Logo, h é crescente em [0%} , & decrescente em [%%[ e tem:

= minimo relativo em x =0 que é h(0)=sen(0)+cos’(0)=0+1" =1

- T , T T o
= maximo absoluto em x=-— que é h| — |=sen| — |+c0s"| — |=
6 6 6 6

N |-
+

VR
NI
N——
N
Il
N |-
+
Mlw
Il
Alor

1.

11.1. No instante t, a temperatura da substéncia foi de 30°C, ou seja, T (tl) =30.

Assim:

T(t,)=30< 20+100e " =30 < 100e " =10 < e ™" _ 10 e =i<:>—kt1 = In(ij o k=110

100 10 10 t
%/_/
In1-In10=-In10
Resposta: C
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11.2. Para k =0,04, tem-se que T (t) =20 +100e .

A taxa de variagdo média da fungdo T nos primeiros t, minutos € dada por:

T(t,)-T(0) 20+100e°** —(20+100e°*°) 201100 0% —~20-100e" _100e™*: —100
t,—0 t, t, t,

Como a taxa de variagdo media da fungdo T nos primeiros t, minutos € igual a —2,4, vem que t, é a solugdo da
equagéo:

T(t)-T(0) 5 4o 10067 ~100 _

= -2,4
Utilizando o editor de fungdes da calculadora, define-se:
100e**** 100
1= . Y. = -2,4
t
na janela [0,60]x[—4,0]:
YA
L 60
0 | Tt
i i
(28,157;-2,4) y=-2,4
~100e™°™ 100
=
-0,04t
Logo, M =-2,4<t=t,,emque t, ~28,157.

Como 0,157 x 60 ~ 9 segundos, o instante t, corresponde, aproximadamente, a 28 minutos e 9 segundos.
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12. Como 0 R\ {0}, vem que leir(ljg(x) existe se lim g(x)= lim g(x).

x—0" x—>0"

Assim:
0
3_ H x? -1 2 _ _
< timg(x)=lim|[ =% 1k | = 1im ad s O e T S
x—0" x=0"| X —X x—0" )(/()(_1) 0-1 -1

x—0* x—0" 1 1 yoteo| Y y yo+wo Y

y=—X=—
X y
X=>0"=>y—>+mw Limite notavel

Climg(x)=lim(24xInxX) = 2+ lim (lln(ln (i 2-1im ™Y o2 0-2

=Inl-Iny=-Iny
y

Logo, k+1=2< k=1,

13. Tem-se que:

"D={xeR:1-x>0 A 3—2X>0}={X€RZX<1 A X<§}={XERZX<1}=]—OO,1[

= Neste dominio D, tem-se:

xIn(1-x)-In(1-x)=(1-x)In(3-2x) A xeD<-In(1-x)(1-x)=(1-x)In(3-2x) A xeD<

< 0=(1-x)In(1-x)+(1-x)In(3-2x) A xeD
& 0=(1-x)(In(1-x)+In(3-2x)) A xeD
©1-x=0 v In((1-x)(3-2x))=0 A xeD
< x=1v (1-x)(3-2x)=e® A xeD

1 o x=1v 3-2x-3x+2x*=1 A xeD
ComoleD,ZeDeEeD,vemque

0 conjunto solug&o da equagéo é: & x=1v 2x*-5x+2=0 A xeD
1 2
= 5+ (—5) —4x2x2
2 & x=1v X= A XeD
2x2

< Xx=1 v X:% v X=2 A XeD

Exame Nacional Matematica A | 2021 | 2.2 Fase | Proposta de Resolugio | 14



José Carlos da Silva Pereira | Recursos para Matematica

14. Seja « a amplitude do &ngulo AOB .

Como a amplitude do angulo BOC é o dobro da amplitude do &ngulo AOB, vem que a amplitude do angulo BOC ¢
2, pelo que a amplitude do 4ngulo AOC é a +2a =3« .

Consideremos a seguinte figura, em que D é a projecgado ortogonal do ponto B no eixo OX :

YA

Assim, a ordenada do ponto C é dada por sen(3«) e como a area do triangulo [ AOB] éigual a k , vem que:

Logo, senar === < BD =sena <> sena = 2k e portanto:

2
sen’ a +€0s” a =1<> cos’ @ =1-sen’ o < cos’ @ =1-(2k)” <> cos® a =1- 4k’

Entdo, a ordenada do ponto C é dada por:

cos’

sen(3a) =sen (o +2r) = sen crcos (2ar) +sen (2a )cosa =sen a (cos’ & —sen’ &) + 2sen a Cos a oS o =
= 2k (1-4K* —4k®) + 2x 2k x (1-4Kk? ) = 2k (18K ) + 4k (1- 4k?)

=2k —16k* + 4k —16k°® = 6k —32k*

F1M
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELEGCAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, a transcricdo do texto da opgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUGAO

Nos itens de construgado, os critérios de classificagdo apresentam-se organizados por niveis de desempenho
ou por etapas. A cada nivel de desempenho e a cada etapa corresponde uma dada pontuagéo.

A classificagao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por niveis de desempenho
resulta da pontuagao do nivel de desempenho em que forem enquadradas e da aplicacdo dos critérios de
desvalorizagao definidos para situagbes especificas.

A classificacao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por etapas resulta da soma
das pontuagbes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagédo dos critérios de desvalorizagao definidos
para situagdes especificas.

Nas respostas classificadas por niveis de desempenho, se permanecerem duvidas quanto ao nivel a atribuir,
deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta que nao
atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam a produgao de um texto tem em conta a organizagao
dos conteudos e a utilizacdo adequada do vocabulario especifico da Matematica.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da fungéo ou dos graficos das fungdes
visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as

respostas aos itens de construgdo que envolvam calculos ou justificagdes.

Situagao

Classificagao

1. Utilizagdo de processos de resolugdo que nao estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolucéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugédo
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolucao que néao
respeitem as instru¢des dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo nao é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam sdo pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacdo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

A resposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentacdo de calculos ou de
justificagbes necessarios a resolugdo de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacgao explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificagdes.

Se a resolugdo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta € pontuada com
a pontuagéo prevista.

Caso contrario, a etapa é pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que nao
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.
Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item é
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigdo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugaéo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuacao prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagao

Classificagao

. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na

resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto a pontuacdo da etapa em que o erro
ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de

conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugéo
de uma etapa.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10.

Resolugéo incompleta de uma etapa.

Se a resolugdo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagdo da etapa; caso contrario, a
pontuagdo maxima a atribuir é a parte inteira de metade da
pontuagao prevista.

1.

Apresentacdao de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentagao de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12.

Apresentacéo do resultado final que néo respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fracdo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto & pontuag&o da etapa correspondente
a apresentacdo do resultado final.

13.

Utilizagédo de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagdo do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14.

Utilizagao de valores aproximados numa etapa quando
deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
€ a parte inteira de metade da pontuagéao prevista.

15.

Apresentagdo do resultado final com um numero de
casas decimais diferente do solicitado, ou apresentacao
do resultado final incorretamente arredondado.

E subtraido um ponto & pontuagéo da etapa correspondente
a apresentagéo do resultado final.

16.

Omisséo da unidade de medida na apresentagéo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuagéo prevista.

17.

Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a caracterizagao
do desempenho, a classificagédo a atribuir a resposta nao
€ desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagdo
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagdes atribuidas, salvo se houver indicagdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18.

Utilizagdo de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolugdo que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas s&o pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificagcao; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuagao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

1 I SRR SR PP
Opgéo (C)

B2 e e e e ———— e e e e ————eeaa————eeeaa———eee e e ah——eeeaaat——eeeaanteeeeaantreaaeaaanraaeeeaanrees
Identificar o vetor FQ como um vetor normal ao plano pedido ...................... 3 pontos
Determinar as coordenadas do vetor FQ ......................................................... 2 pontos
Escrever —3X+ 2y —z4+d =0 o 2 pontos
Escrever =3 X1+ 2X(=1)=2+d =0 oo 4 pontos
(0] o L R Y= o) e L= X7 A SRR 1 ponto
Escrever uma equagéao do plano na forma pedida
(=3x+2y—z+7=0 ououtra equagio equivalente) ............c.cccccerrrrrrrrunn. 2 pontos

2 e eeee e oo eeeeeeeeeteeeeeeeateeeeeeiasteeeeeeateeteeeaateteeeeaatteteeeaatreeeeeaasteeeeeeataeeeeeaantreeeeeanns

Escrever sen <CZ - %) I COS et 2 pontos
Concluir que cos ¢ = % ........................................................................................ 1 ponto
ESCrever t@( — @) = — 1@ oo 2 pontos
I —_
Escrever cos > F Q)= = SCILQ et 2 pontos
Obter sena = —'?4 ............................................................................................. 3 pontos
Obter tE @ =V 24 s 3 pontos
Apresentar o resultado na forma pedida (_75' 24 ou equivalente) .................. 1 ponto
£ e PRSP
Opgao (B)
R PRSP

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Designemos por M o acontecimento «o socio escolhido € mulher», por H o acontecimento
«0 socio escolhido é homem», por B 0 acontecimento «o sécio escolhido pratica badminton»

e por T o acontecimento «o sécio escolhido pratica ténis».

ESCrever P(M) = 10,65 ..o 1 ponto

12 pontos

14 pontos

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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Obter P(H ) = 0,35 oo

[S—

Escrever P(B|H)= L=

Obter P(BNH)=10,05 oo

Escrever P(M|B) =% ....................................................................................

Escrever P(B)=P(BN M)+ P(BNH) oo,
Obter P(BN M) =0,25 oo
Obter a probabilidade pedida  (40%) ...ovoceeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e

2.° Processo
Designemos por a a probabilidade de o sdcio escolhido praticar badminton.

Construir uma tabela de dupla entrada cujas entradas sejam «& homem, € mulher»
e «pratica ténis, pratica badminton» ........ccccoiiiiiiiii

Preencher a célula da tabela relativa a informagdo «65% dos socios sdo
L U] a1 (= O

Obter o valor a colocar na célula da tabela relativa a probabilidade de o sécio ser
T} 10T o TS

Preencher a célula da tabela relativa a informacdo «= dos homens pratica
(oF=To [0 0 10] (o] 0 S

Colocar a na célula da tabela relativa a probabilidade de o sécio escolhido
praticar badmintON ... —————————

Preencher a célula da tabela relativa a informagéo «% dos praticantes de
badminton SA0 MUINEIESY .....vuueiiiciee e

Determinar 0 Valor A& @ .......coooiiiiiiiiii e
Obter a probabilidade pedida  (40%) .o.ovovceeeeeeeceeeeeee e,
Equacionar 0 problema ...
ESCrEVEr 2Co X 1 oo 3 pontos
EScrever "Ch X5 s 3 pontos
Escrever a equagdo “Co X n+"Cy X5=175 ovieieeeeeeennn. 2 pontos

ou
ESCrEVEr ¥ 305 oo, 3 pontos
ESCIEVET "C3 4 C5 oo, 3 pontos
Escrever a equagdo " “3C; —("C3 +°C3) =175 .oooccccvvvenccccn 2 pontos
RESOIVEr @ EQUAGEAD  ...oeviiiiiiticeee et e e e e e e
Apresentar o valorde 77 (7) (VEr NOta) .......cococovooeeovoeeiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn,

Nota — Se a etapa anterior tiver sido pontuada com 0 pontos, a pontuagao a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

1 ponto

3 pontos

2 pontos

1 ponto

2 pontos

1 ponto

2 pontos

1 ponto

2 pontos
2 pontos

3 pontos

5 pontos

1 ponto

14 pontos
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Opcao (B)
Ug + Uy = -5
Yo7 =T SRR 2 pontos
U9 = 4u7
up +5r+u +19r=-5
Escrever
u + 187 =4(uy +6r)
(ou um sistema equivalente, nas varidveis U; € 7') .o 3 pontos
ODBtEr 0 VAIOIr A€ 77 oo 2 pontos
ODEEr 0 VAIOr e 1] oeeeie e 2 pontos
1
Escrever Sjq= ul+u++5r X 16 (ou equivalente) ...........cccoceveveevieeevieinennnn, 2 pontos
Obter 0 valor de Sig (—22) oo, 3 pontos
Opgéo (A)

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Seja z=x+yi

Escrever (1+2i)(x+ i)+ (1=2i)(x = yi) +10=0 coooeoierrreerceeeceerena, 2 pontos
Obter y = %x + % ............................................................................................... 5 pontos
1 5
==X+
Escrever 2 et aneas 3 pontos
y=-2x
RESOIVEI 0 SISTEMA .o e e e e 3 pontos
Concluir que o numero complexo pedido & —1+ 27 .o 1 ponto

2.° Processo

Seja z=x+yi

Escrever (1+2i)(x+ i)+ (1—=2i)(x = yi) +10=0 oooeiroirerrrererceeeeeeea, 2 pontos
_1..5

Obter y = > X+ D 5 pontos

Escrever z=x + <£x + ;)z ............................................................................... 2 pontos

12 pontos

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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2
Obter |Z|=\/5x +1£x+25 ........................................................................... 2 pontos
Determinar a abcissa do vértice da parabola que é o grafico da fungéo real de
variavel real definida por 5x2 4+ 10X 4+ 25 oo, 2 pontos
Concluir que o numero complexo pedido & —1+ 27 ..oooooiiiiiiiiiiiceeeece e, 1 ponto
L= Rt PP PPPPPPRPTRTPPINt
Determinar 1M (X)) oo 7 pontos
X ——00
. o x—e”
Escrever lim f(x)= lim =—5— ..., 1 ponto
X ——00 X ——00 X
.o x—e™* e™
Escrever lim =—=—=1— lim =— ... 2 pontos
X —>—00 X x—-—o0 X
. e_x . ey
Escrever 1 — lim =— = 1+ lim =— ... 3 pontos
X—>—00 X V=X y—too )
Obter 1M f(X) =400 i 1 ponto
X —>—00
Determinar 1M f(X) oo 5 pontos
X —+0o0
/.2
Escrever lim f(x)= lim (x+1 - 3) ......................... 1 ponto
X —+00 X —+00 x+1
/ 2 J 2
Escrever lim (YX_+1 _ 3|=-3+ lim vxt+lo 1 ponto
X —+00 x+1 x—to0 X +1
: - x2+1
Determinar 1im =" .. 2 pontos
x—to0 X+1
Obter 1M f(X)==2 i 1 ponto
X ——+o0
Concluir que o grafico de f ndo tem qualquer assintota horizontal
quando x ——oo e que tem uma assintota horizontal de equagao
B N V=13 Vo o B o RSP R 2 pontos

L2 OSSOSO USROS

L . - - x2 +1 - - .. I

Nota prévia — Se for utilizada a expressao il 3, aclassificagdo maxima a atribuir

a resposta € 7 pontos.

Identificar o declive da reta pedida com  f'(=2) .ocoovovoeeeeeeeeeeceeeeeeen 2 pontos

Determinar f'(—Z) (VEF NMOtA) .o 7 pontos
Obter uma expressdo de f”'(x), em |00, O] .coooovceveciccrccnne 5 pontos
OB [(=2) oo 2 pontos

CalCUIAr  F(—2) oo 2 pontos

2
Obter a equacao reduzida da reta pedida (y =— %x + 1) ............................. 3 pontos

Nota — Se for evidente a intengdo de determinar a expressao da derivada da fungao, a
pontuagado minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

14 pontos

14 pontos
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PR STSS
Determinar /'(X) (VEFr NOta 1) ......ocoooiiiiiiiiieieicieisieeeeee e 3 pontos
ESCIEVEr /1'(X) =0 oo 1 ponto
Determinar 05 ZEr0S A /1| ..ottt 2 pontos
Apresentar um quadro de sinal de /%’ e de monotonia de / (ou equivalente) .. 4 pontos
Apresentar os intervalos de monotonia da funcdo (ver nota 2) ............ccccceeeeen. 1 ponto
Determinar /#(0) e h<%> (1 e %) ............................................................... 3 pontos
Notas:

1. Se for evidente a intengéo de determinar a derivada da fungao, a pontuagdo minima a
atribuir nesta etapa € 1 ponto.

2. Se for referido que a fungdo /1 é crescente em [0, %[ em vez de [0, %] e

decrescente em ]%, %[ emvezde [%, %[ esta etapa deve ser considerada como

cumprida.

1 T OSSP TSP PRRRPP
Opgéo (C)

L PRSPPI
DeterMiNar T7(0) ..o enenens 2 pontos

—0,047 _

Apresentar a equacéao 20+100€t 120 =-2,4 (ou uma equagéo
equivalente) (Ver notas 1 € 2) ..o 4 pontos

Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora que

permite(m) resolver a equacao (Ver Nota 3) ..........ccccceviiiiiiiiiniiiiee e 4 pontos
Apresentar a abcissa do ponto relevante ..............oeiiiiiiiiiii 2 pontos
Apresentar o valor de 7, naforma pedida (28 min 9S) .....ccccoeverivrieinnnnn 2 pontos
Notas:

1. Se a equacgao apresentada ndo traduzir corretamente o problema, a pontuagéo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se nao for apresentada qualquer equagéo, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é
0 pontos. As restantes etapas sdo pontuadas de acordo com o desempenho, se for
inequivoco que correspondem a resolugdo da equacao que traduz corretamente o
problema.

3. Se nédo for apresentado o referencial, a pontuacao a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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13.

14.

o et eEeeeeeeeeeeeeeeeeeeaessssssesseseeeeeeeseieessttsseseseseeeeseeiaaasssttstetetteeeeeeteaaaan——————etaeeaaeeeaeaaaanntrararraaaaaaaaaan 14 pontos

Determinar 1M @(X) oo 6 pontos
x—0"
. : X3 —x
Escrever lim g(x)= lim ( stk ) ............................... 1 ponto
x—=0" x—-0"\X"—X
. 3 _ Cox(x?-1
Escrever lim ( x2 X4 k) = lim g koo, 2 pontos
x—0"\X"—Xx x—-0- x(x—1)
2
.ox(xm—1 ) 2 _
Escrever lim (7> + k= lim x7=1 ko 1 ponto
x—0- x(x—1) x—0- x—1
Obter Iim @(x) =14k oo 2 pontos
x—0"
Determinar 1M @(X) oo 7 pontos
x—0*
Escrever lim g(x)= lim (2 + xIn x) ................................... 1 ponto
x—07 x—07
Escrever
lim (2 +xIn x) = Iim (2 + 1 In <L> ......................... 3 pontos
x—0* y=L y—+to y y
Escrever lim (2 + 1 In (1)) =2— lim Iy i 2 pontos
y—+oo y y y—too Y
Obter 1M @(X) =2 oo 1 ponto
x—0*
CONCIUIF QUE K =1 oottt ettt 1 ponto
.................................................................................................................................................. 14 pontos
Determinar 0 dominio da CONAIGAO  .......uvviiiiiieeeiiiiiieeeee e e 2 pontos
obter (x—1)In(1—=x)=(1=x)IN(3=2X) oo 2 pontos
Obter 10 ((1=x) (3=2X)) =0 oooooooeeeeeereeeeereseeseeeeeses e 4 pontos
Obter (1= X) (B3 =2X) =1 oo, 3 pontos
Resolver a equagdo (1 —x)(3=2X)=1 .o 2 pontos
Apresentar a solugéo <%> ................................................................................. 1 ponto
.................................................................................................................................................. 14 pontos

Designemos por @ a amplitude do angulo AOB

Determinar sen @, em funGa0 de A .......ccooveueeuiiueeicieeeeeeeeee e 2 pontos
Indicar a ordenada do ponto C, em fungdo de @ .....c.ccceecveveeveeieieccieceere, 2 pontos
Escrever Sen (3@) =Sen (@ + 2@) wovoeeoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2 pontos
Obter a expressao PeAida ........ooiiiiiii i 8 pontos
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COTAGCOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 11 itens
da prova contribuem 1.1. 1.2. 3.1. 3.2 5. 7. 9.1. 9.2. | 11.1. | 11.2. 14. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagao (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes 7 itens, contribuem
para a classificacéo final da

) . 2. 4. 6. 8. 10. 12. 13. Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacgéo.
Cotagao (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200
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Prova 635 | Epoca Especial | Ensino Secundario | 2021
12.° Ano de Escolaridade
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Duracao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 11 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagéo final. Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagéo final os 4 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacgéao.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2
a/Tr (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura

Volume de um cone: % X Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %71’)’3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

~ oi rge U+ u
Progressio aritmética: ———" xn
P ~ ST 1—r

rogressao geométrica: u; X =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oind

" SO0+ 2kn
oel =npe 7 (ke{0,....n—1} e neN)
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Regras de derivagao

(u+vy=u+
(uv)=uv+uv

’ ’
l)zuv—uv
v

P2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

Inuy = 4
(Inuy = &

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

. L G _

hm<l+ n) =e¢ (neN)
lim SEOL — |

x—0 X



1. NaFigura 1, esta representada, num referencial o.n. Oxyz, a piramide regular de base quadrada [ABCD]

e vértice £
ZA

Sabe-se que:

e a base da piramide esta contida no plano xOz !

e o vértice A pertence ao semieixo positivo Oz e o 4 A
vértice B pertence ao semieixo negativo Ox Wi

e 0 vértice £ tem coordenadas (—2, 6, 2) S

e ovetor BE tem coordenadas (-1,6,2) B

Q
<y

e 0 volume da piramide é 20

Figura 1

% 1.1. Seja @ o plano perpendicular a reta BE e que passa no ponto de coordenadas (1, 0, 1)

Qual das equagdes seguintes € uma equagao do plano « ?
(A) —x+6y+2z=0 B) x+6y+2z-3=0

(C) x—6y—2z+1=0 D) 2x—y+4z-5=0

% 1.2. Determine, sem recorrer a calculadora, as coordenadas do vetor AB

2. Na Figura 2, esta representado, num referencial o.n. xOy, o arco vA
de circunferéncia AB, contido no primeiro quadrante do plano B
cartesiano, cujo centro € a origem do referencial e cujo raio é igual a S £
r (r>0).
O ponto A4 pertence ao eixo Ox e o ponto B pertence ao eixo Oy d
Seja P um ponto do arco AB, distintode 4 ede B, eseja d o
comprimento do arco AP
O ponto S pertence ao eixo das ordenadas e tem ordenada igual % T 4 x
a do ponto P. O ponto T pertence ao eixo das abcissas e tem .
Figura 2

abcissa igual a do ponto P

Mostre que uma expressao que da o valor de BS +TA, em funcao

de d ede r, é
r (2 — sen(i) — COoS (i>>
r r
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% 3. Na Figura 3, esta representada, a sombreado, num vA
referencial o.n. xOy, a regido do plano cartesiano definida

pela condigdo 0 <=x <10 A 0=y <10 10

Considere todos os pontos que pertencem a essa regido e cujas
coordenadas s&o numeros inteiros.

Escolhe-se, ao acaso, um desses pontos.

Qual é o valor, arredondado as milésimas, da probabilidade de esse

ponto pertencer a reta de equagdo y=x+77? 0 10 >
Fi 3

(A) 0,025 (B) 0,033 e

(C) 0,041 (D) 0,057

% 4. A Fernanda tem cinco livros diferentes e sete canetas, também diferentes, para repartir pelos seus dois
netos, o Armando e o Catarino.

A Fernanda vai oferecer trés livros e trés canetas a um dos netos, e os restantes objetos ao outro, ou
quatro livros e duas canetas a um dos netos, e os restantes objetos ao outro.

Determine, nestas condi¢des, de quantos modos diferentes pode a Fernanda repartir os doze objetos
pelos seus dois netos.

5. Seja (), conjunto finito, o espaco amostral associado a uma certa experiéncia aleatdria.

Sejam A e B dois acontecimentos (A CQ e BC Q).

Sabe-se que:

e P(A)#0

. P(B):%P(A)
_1

Mostre que P(4 NB)+2P(A4)=1
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% 6. Considere a sucessdo (u,) definida por u,=2n%—n
Em relagdo a uma certa fungdo f, de dominio R+, sabe-se que lim f(;) = 400
n

Em qual das opgdes seguintes pode estar representada parte do gréfico da fungéo f ?

(A) B)
X
5 -
0 X
© D)
0 53
Ko 3

7. Seja (u,) asucessdo definida por u,=2n+1

Determine, sem recorrer a calculadora, a soma dos primeiros duzentos termos de ordem impar da
sucessdo (u,)
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8. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere os nimeros complexos z; e zp tais que, para

VAS ]O,%[, z=e? e zy=2e/0+1)

A qual dos quadrantes do plano complexo pertence o afixo do nimero complexo z; + z, ?

(A) Primeiro (B) Segundo (C) Terceiro (D) Quarto

S
9. Em C, conjunto dos nimeros complexos, sejam z; = Le"‘ e zp=2i

2

Determine, sem recorrer a calculadora, os numeros complexos z que sao solugédo da equagao
. —\3
122 +le X(Zz) -2=0

Apresente esses numeros na forma trigonométrica.

10. Seja f afungdo, de dominio IR, definida por

x—2+In(3-2x) se x=<I1

Sf(x)= sen(x—1) (k & um namero real)

+k se x>1
1—x2

Resolva os itens 10.1. e 10.2. sem recorrer a calculadora.

% 10.1. Determine k, sabendo que a fungdo f é continuaem x=1

% 10.2. Estude, no intervalo ]—oo,l[, a fungdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos
relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

11. Seja g afuncéo, de dominio ]0,%[, definida por

g(x)=1og, (1 - cosx) +log, (1 +cosx)+2log, (2 cosx)

Mostre que g(x)=2log, (sen(Zx))
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12. Para conhecer a variagao do numero de bactérias de uma determinada estirpe, colocou-se num tubo de
ensaio fechado, com alguns nutrientes, um certo nimero de bactérias dessa estirpe.

Admita que, nessas condigdes, o nimero, N, em milhares, de bactérias vivas existentes no tubo,
t horas apos a sua colocagao nesse tubo, é dado por

N(t) — NO el,O8t70,3t2

em que N, representa a dimensao, em milhares, da populagéo inicial.

%* 121.

%* 12.2.

Com o decorrer do tempo, para que tende o nimero de bactérias vivas existentes no tubo?
(A) +oo (B) 0,78 N, (C) Ny (D) 0

Considere N, =1,63

Num certo instante, #, havia, no tubo de ensaio, mais meio milhar de bactérias vivas do que uma
hora antes desse instante.

Determine, recorrendo a calculadora, o valor de f;, sabendo que este valor existe e é Unico.
Apresente o resultado em horas e minutos (minutos arredondados as unidades).

N&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equacgao que Ihe permita resolver o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na calculadora que
Ihe permite(m) resolver a equacdo, e apresente as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondadas as milésimas.

13. Seja f a fungéo, de dominio R, definida por

2
2X7—4 se x<l1
x“—=5x+6
S(x)=
xx—_lz se x>1

e

Estude, sem recorrer & calculadora, a fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu
grafico e, caso existam, escreva as suas equacgdes.
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14. Determine, sem recorrer a calculadora, o conjunto dos nimeros reais que verificam a condigdo

e (4+e2)>5 N 2<x<2

Apresente a sua resposta na forma de intervalo ou de reunido de intervalos de nimeros reais.

15. Na Figura 4, estdo representadas, em referencial o.n. xOy, partes y“
dos gréficos das fungdes f e g, ambas de dominio R, definidas,
f A
respetivamente, por f(x)=2x2 e g(x)=—(x—1)* e a tnica reta
n&o horizontal que é tangente, simultaneamente, ao grafico de f e ao o) >
graficode g
Seja A o ponto de tangéncia dessa reta com o grafico de f e seja B o g
ponto de tangéncia dessa mesma reta com o grafico de g
Determine, sem recorrer a calculadora, as abcissas dos pontos 4 e B
Figura 4
COTAGOES
As pontuagbes obtidas nas
respostas a estes 11 itens
da prova contribuem 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 10.1. | 10.2. | 12.1. | 12.2. 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.
Cotagéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144
Destes 7 itens, contribuem
para a clas§|f|ca939 final da 2 5 7 9 . 13 14 Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200
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1.1.

1.2.

Exame final nacional de Matemética A (2021, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

Como o plano « é perpendicular & reta BE, o vetor ﬁ = (—1,6,2) é um vetor
normal do plano, pelo que a equacao do plano é da forma:

—x+6y+2z4+d=0

E como o ponto de coordenadas (1,0,1) pertence ao plano, podemos determinar
o valor do parametro d, substituindo as coordenadas, na equagao anterior:

-146(0)+2(1)+d=0+d=0< —1+0+24d=0< 1+d=0< d=-1

E assim, uma equagao do plano a, é:

—r+6y+22—1=0 x—-6y—224+1=0
Resposta: Opgao C
Como a base da piramide estd contida no plano Oz e o vértice que nao pertence a base, o vértice
E, tem coordenadas (—2,6,2), entdo a altura da piramide é a distancia do ponto E ao plano 20z, ou
seja 6.
Como o volume da piramide é 20, podemos calcular a drea da base:

6 X Ajapcp) 20

1
ViaBepEe) = 3 X Aapcp) X6 < 20 = & 20 = 2xAapcp) & 3= Ajapep) © 10 = Aapep)

E assim, com [ABCD] é um quadradado, podemo determinar a medida do lado [AB], ou seja a

ERE

Como o B‘E‘) tem coordenadas (—1,6,2) podemos determinar as coordenadas do ponto B a partir das
coordenadas do ponto E:

B+BE=FE & B=E—BE & B=(-262) — (-1,62) = (=2 — (=1),6 — 6,2 — 2) = (—1,0,0)

norma do vetor zﬁi

Como o vértice A pertence ao semieixo positivo Oz, tem abcissa e ordenada nulas, ou seja, as suas
coordenadas sao da forma (0,0,2); z € RT, pelo que as coordenadas do vetor A§ sao da forma:

AB=B— A= (-100) - (00,2) = (1,0, — 2); z € R*
Desta forma determinamos o valor de z, recorrendo ao valor da norma:

HEH =V1I0& /(-1)2+02+ 22 =V10 = (-1)°+0%+2° =10 2> = 10-1 & 2 = +V9 & 2 = £3

Como AB = (—1,0, — 2); 2 € RT, temos que AB = (1,0, —-3)



2. Considerando a como a amplitude do angulo AOP, temos que as coorde- Y
nadas do ponto P sao: A
P(r cos a,r sen a) g P
E assim, como OA = OB =r, OT = xp =rcosa e OS = yp = rsenq, //
vem que: / d
BS+TA=0B—-0S4+0A—-0T =r—rcosa+r—rsena = &/a
=r(l—cosa+1— sena)=r(2— sena — cosq) 0O T A >x

Como d o comprimento do arco AP, definido pelo angulo «, e o perimetro da circunferéncia é 27r, cor-
respondente a um angulo de amplitude 27 radianos, entao podemos identificar uma relagao entre «, r e
d:
@ d 2 x d d
=4 = =4

277227rr a_2w><7" @ 7
BS+TA7’<2sen <d> — cos <d>)
T T

3. Observando que entre 0 e 10 existem 11 valores nimeros inteiros (incluindo estes limites), entdo o nimero
de pontos cujas coordenadas sao niimeros inteiros, na regiao indicada, ou seja, o nimero de casos possiveis,
é:

E assim, temos que:

11 x 11 =121 y
A
A reta de equagdo y = x + 7 contém 4 dos pontos com coordenadas 10 4o A
inteiras que pertencem a esta regiao ((0,7);(1,8);(2,9) e (3,10)), o 50000000
seja, o numero de casos favoraveis é 4. oo 0000000
TH © o 0 0 0 0 0 0 0 o
Assim, recorrendo a Regra de Laplace, temos que o valor, ar- : : : : : : : : : ::
redondado as milésimas, da probabilidade de selecionar ao acaso um 500000000 ¢
dos pontos identificados e ele pertencer a reta dada, é: oo 000000 00
® © 06 06 06 0 0 0 o o
4 0033 ® © 06 06 06 0 0 0 o o
=~ \
121 ’ ?
0 0

Resposta: Opgao B

4. Se a Fernanda oferecer 3 dos 5 livros e 3 das 7 canetas a um dos netos, como a ordem de selecao nao é
relevante e o beneficiario deste conjunto pode ser qualquer um dos dois netos o niimero de formas diferentes
de fazer a reparticao é:

2 ><5 Cg ><7 03

Se a alternativa for oferecer 4 dos 5 livros e 2 das 7 canetas a um dos netos, como a ordem de selegao
continua a nao ser relevante e o beneficiario deste conjunto também pode ser qualquer um dos dois netos
o numero de formas diferentes de fazer a reparticao é:

2><5C4 X7CQ

Como as qualquer uma destas alternativas pode acontecer em alternativa, temos que o nimero de modos
diferentes pode a Fernanda repartir os doze objetos pelos seus dois netos é:

2x% 03 x"C342x°Cy xTCy =910

©
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5. Temos que:

o P(B|A) :% & P(;l(;\)B) - % & P(ANB) = %P(A)
e P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(4) + gP(A) - %P(A) — P(A) + gp(A) _2p(4)

e P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-2P(A)

E assim, temos que: -
P(ANB)+2P(A)=1-2P(A)+2P(4) =1

6. Temos que:

limu, = lim(2n* — n) = lim (n(2n — 1)) = +00 X 00 = +00 y
AN
1 1
Logo: lim — = — = 07"
Uy, +00

E assim, vem que:

¥

1
lim f () =400 & lim f(z) =400
Up, z—0t
Desta forma, dos gréaficos apresentados, o Uinico que representa
uma funcao que pode verificar esta condicao é o grafico da
opgao (A).

Resposta: Opgao A

7. Os termos de ordem fmpar da sucessdo (u,) sdo aqueles cuja ordem é da forma 2k — 1 (k € N), ou seja a

sucessao dos termos de ordem fmpar da sucessao (uy) é:
vy =22k—-1)+1=4k—-24+1=4k -1
Ou seja, é uma progressao aritmética de razao 4, pelo que a soma dos 200 primeiros termos é:

4(1) — 1+ 4(200) — 1 4-2+800 802

1+ V200 . X200 = =T %200 = ~ = x200 = 401200 = 80200

x200 =

Sa00 =

8. Escrevendo z; e 29 na forma algébrica, com o objetivo de fazer a adicao, temos:

¥ = cosf +isend

oz =¢
o 2 =2e"%+™ = 2(cos(d + ) +isen (0 + 1)) = 2( — cosf + i(—send)) = —2cosf — 2isen
E assim, vem que:

0

21+ 20 = e = cosf +isenf + (72COSQ*2Z’S€H9) =cosf —2cosf +isenf — 2isend =

= —cosf —isenf = —(0059+isen9) = -

Assim, temos que:
arg (z1 + 2z2) = arg(—z1) =7+ 0

™
E como 0 € }0,5 [, o afixo do niimero complexo z; + 22 pertence ao 3.2 quadrante.

Resposta: Opgao C
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9. Temos que:

Assim, temos que:

9 4Xx1

4
i2+22x (3@ —2=0 22+ (-2)-2=0 i -4=0 o iz’ =4 & 2=- & 2= —~
i i X1

3777 +2km

44 3n 37 i
@22:—11 & P2 =—di o 2 =4T o 2= V4T @z:\/éle< : >,k€{0,1}

Assim, os dois nimeros complexos que sao solucao da equacgdo, escritos na forma trigonométrica, sao:
(25 (%)
3 5 ; 8m
o (k=0)— vde = 2e = 2¢'1

o (k=1)— e <3"+22(1>7r> = 261(37#;2”) — 96 (3F+T) — 9piTE

10.

10.1. Como a fungao f é continua em x = 1, temos que:

(1) = lim f(z) = lim f(2)

z—1t z—1—

Assim, temos que:
e f()=1-2+I(3-2(1)=1-2+In(1)=-1+0=—1

e lim f(z) = lim (Sen(z‘—l) + k) = sen (1 — ) + k= 9 + k (Indeterminacio)

z—1+ r—1+t

1—a? 1—12 0

(fazendo y =z — 1, se x — 1, entdo y — 0, e observando que 1 —22 =12 —22 = (1 —2)(1+z) = —(z — 1)(z + 1))

z—1+
. osen(z—1) 1 ) . seny 1 1 1
= 1 lim k= 1 k=1x|—=|+k=—=+k
e T Py P D el v T D X( 2>+ 2"
————

Lim. Notéavel
Como a funcao é continua em = = 1, podemos determinar o valor de k:

1 1 2 1 1
1 1 ——+k=-1 k=-1+- k=—-=+- k=—=
im f(z)=f(1) 2+ & +2<:> 2+2<:> 5

rz—1t
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10.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcdo f, em | — oco,1[:

(3—2x)'_1+0—2_ 2
(3—-2z) ~ 3—-2x = 3-—2z

f(z) = (z—2+In(3—22)) = (2) = (2)' + (In(3—22))' = 1—-0+

Calculando os zeros da derivada da fungao f, em | — oo,1], temos:

2 1
=0 1= S 3-2r=2<3-2=2r& —==x

/
— 1—
fl)=0el-3—57 327 ou3 2

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

T | —o0 1
1! + n.d.

f — | Méx. | 3 | nd.

Assim, podemos concluir que a funcao f:

(e BRI
|

e ¢ crescente no intervalo }—oo,%];

e ¢ decrescente no intervalo [%,1 [;

e tem um maximo relativo que é:

1 1 1 3 3 3

11. Recorrendo as regras operatdrias de logaritmos, e observando que sen (2x) = 2sen x. cos x, temos:

g(z) = logy(1 — cos z) + logy (1 + cosz) + 2logy (2 cos ) = log, ((1 — cosz)(1 + cosz)) + logy(2cosz)* =

= logy(1 + cosx — cos x — cos? ) + log,(4 cos? ) = logy (1 — cos? z) 4 log, (4 cos® ) =
= logy(sen? z) + log, (4 cos® ) = log, (2% sen? 2. cos® ) = logy(2sen z. cos z)? =

= log, (sen (2x))2 = 2log, (sen (2z))

12.

12.1. Com o decorrer do tempo, ou seja, quando t — 400, o numero de bactérias vivas existentes no tubo
é dado por:

2 2
lim N(¢t) = lim (Noel’ogtfo’:st ) = lim Ny x lim eb087938 — Ny x e™ = Ny x 0 =0
t—+oo t——+oo t——+oo t——+oo

Resposta: Opgao D
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6,7

12.2. Como no instante, ¢; , havia, no tubo de ensaio, mais meio milhar de bactérias vivas do que uma
hora antes desse instante, temos que:

1

N(t1)=N(t;1—1)+ = Y
2 AN
Desta forma, visualizando na calculadora grézﬁca
os graficos das funcgoes f(x) = 1,63e1,08270:327 ¢
1
g(x):—1,6361’08(””_1)_0’3“_1)2—l—§, numa janela com-

pativel com o contexto descrito (0 < = < 6), correspon-
dente a 12 horas), reproduzido na figura ao lado, e usando
a funcionalidade da calculadora para determinar valores
aproximados das coordenadas do ponto de intersecao de
dois gréficos, obtemos o valor aproximado (as milésimas)
das coordenadas do ponto de intersecao, cuja abcissa é o
valor de t;:

(2,089, 4,202) 0 2,089

Assim temos que o instante t; ~ 2,089, e como 0,089 horas corresponde a 0,089 x 60 ~ 5 temos que
o instante t; ocorreu 2 horas e 5 minutos apos a colocacao das bactérias no tubo de ensaio.

13. Como o dominio da fungao é R, podem existir assintotas horizontais do grafico de f quando z — —oo e
quando z — +4o00:

2_4 2

. . r—1 +4oo—-1 400 +o0 o
) xgr_ir_loof(x) = xll)ar_loo D = eeh e oo (Indeterminagao)

(fazendo y = = — 2, temos x =y + 2 e se © — —00, entdo y — +00)

. .oy +2-1 . oy+1 Y 1 .
lim f(z)= lim =——— = lim = lim (Z+4+— )= lim =+ lim — =
T——400 Yy——+00 ey y——4oo eY y——+oo \ eY ey y——+oo ey y——+ooeY

lim 1

1 1 1 1

= lim 4+ lim — = | lim —=— 4+~ =04+0=0
y—+oo ﬂ y—+ooey lim ﬂ y—t+ooe¥  4+oo  +00

Y y—=too y

Lim. Notével
Desta forma temos que lim f(z) =1e que lim f(x) =0, pelo que as retas de equagoes y =1 ey =0
Tr— —00 x—+00

sao assintotas horizontais do grafico de f, para x — —oo e para x — 400, respetivamente.
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14. Resolvendo a inequacao, temos:

1 4 e 4 e bet
_ 2 2
PUH )25 & X (@+e)2b 6 S+ — 256 —t—2>— &

S44+e¥ >5e" o (%)’ —5e" +4>0
Considerando y = e®, temos que: y?> —5y+4>0
—(=5) £ /(=5)* —4(1)(4)

2x1
y? é positivo, entdo: y> -5y +4>0 «y<1Vy>4

Como 32 —5y+4=0 & y = & y =1V y =4, e o coeficiente de

Assim, como y = e*, temos que:
e4+e)>5 e <1lVer>4or<nlVe>hdd <0V z>In4
E como —2 < z < 2, temos que o conjunto dos numeros reais que verificam a condi¢ao dada é:

(] — 00,0] U [In4, + oof) N[-2,2] = [-2,0] U [In4,2]

15. Como a reta é tangente, simultaneamente, ao grafico de f e ao grafico de g, o seu declive corresponde ao
valor das derivadas nos respetivos pontos de tangéncia.

Designado por a a abcissa do ponto A e por b a abcissa do ponto B, como as ordenadas dos pontos
A e B, sao, respetivamente f(a) = 2a® e g(b) = —(b— 1)2, entdo o declive da reta é:

fl@) = f0) _ 2 = (=(b=1)) _ 2a®+ (b= 1)?
a—>b a—>b a—>b

MAB =

Por outro lado, temos que:
o f'(z) = (222) = 2 x 2z = 4x, pelo que map = f'(a) = 4a
e gd(@)=(—z— 1)2)/ =—2(x—1)=—2x+2, pelo que map = ¢'(b) = —2b+ 2
o flla)=¢'(b) & 4da=-20+2 & 2a=-b+1 < b=—-2a+1

E assim, substituindo na expressao anterior, temos que:

20°+(b—1)* 2a°+(—2a+1-1)> 2a®>+(—2a)®> 2a*+4a®>  6a?

mAB =

a—b a—(—2a+1)  a+2a—-1) 3a—-1 3a—1
Temos ainda que:
mapg = f'(a) & 35@_21 = 4a aj)% 6a® = 4a(3a — 1) & 6a*> = 12a*> —4a & 6a*> —12a*> +4a =0 <
& —6a>+4a=0 ¢ —3a®°+20=0 < a(-3a+2) =02 a=0V -3a+2=0a=0V 2=3a &
@a—O\/%:a/\a#é

IR . . . ) 2
Como a reta nao é horizontal o declive nao pode ser zero, pelo que a abcissa do ponto A é a = 3 ea

2 4 1
abcissadopontoBéb2a+12<3>+13+13
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELEGCAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, a transcricdo do texto da opgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUGAO

Nos itens de construgado, os critérios de classificagdo apresentam-se organizados por niveis de desempenho
ou por etapas. A cada nivel de desempenho e a cada etapa corresponde uma dada pontuagéo.

A classificagao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por niveis de desempenho
resulta da pontuagao do nivel de desempenho em que forem enquadradas e da aplicacdo dos critérios de
desvalorizagao definidos para situagbes especificas.

A classificacao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por etapas resulta da soma
das pontuagbes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagédo dos critérios de desvalorizagao definidos
para situagdes especificas.

Nas respostas classificadas por niveis de desempenho, se permanecerem duvidas quanto ao nivel a atribuir,
deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta que nao
atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam a produgao de um texto tem em conta a organizagao
dos conteudos e a utilizacdo adequada do vocabulario especifico da Matematica.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da fungéo ou dos graficos das fungdes
visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as

respostas aos itens de construgdo que envolvam calculos ou justificagdes.

Situagao

Classificagao

1. Utilizagdo de processos de resolugdo que nao estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolucéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugédo
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolucao que néao
respeitem as instru¢des dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo nao é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam sdo pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacdo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

A resposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentacdo de calculos ou de
justificagbes necessarios a resolugdo de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacgao explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificagdes.

Se a resolugdo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta € pontuada com
a pontuagéo prevista.

Caso contrario, a etapa é pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que nao
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.
Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item é
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigdo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugaéo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuacao prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagao

Classificagao

. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na

resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto a pontuacdo da etapa em que o erro
ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de

conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugéo
de uma etapa.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10.

Resolugéo incompleta de uma etapa.

Se a resolugdo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagdo da etapa; caso contrario, a
pontuagdo maxima a atribuir é a parte inteira de metade da
pontuagao prevista.

1.

Apresentacdao de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentagao de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12.

Apresentacéo do resultado final que néo respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fracdo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto & pontuag&o da etapa correspondente
a apresentacdo do resultado final.

13.

Utilizagédo de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagdo do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14.

Utilizagao de valores aproximados numa etapa quando
deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
€ a parte inteira de metade da pontuagéao prevista.

15.

Apresentagdo do resultado final com um numero de
casas decimais diferente do solicitado, ou apresentacao
do resultado final incorretamente arredondado.

E subtraido um ponto & pontuagéo da etapa correspondente
a apresentagéo do resultado final.

16.

Omisséo da unidade de medida na apresentagéo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuagéo prevista.

17.

Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a caracterizagao
do desempenho, a classificagédo a atribuir a resposta nao
€ desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagdo
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagdes atribuidas, salvo se houver indicagdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18.

Utilizagdo de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolugdo que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas s&o pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificagcao; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuagao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

St TSP PSRR
Opcéo (C)

B2, e e h e bt eh bt nh e bRttt en e b ne e
Reconhecer que B + F o 2 pontos
Determinar as coordenadas do PONt0 B ....c.ccvevviiiiiieiiiiie e 2 pontos
Reconhecer que a altura da pirdmide éiguala 6 ........c..ccccooveceieeeiecicceeeeeee, 2 pontos
Determinar a area da base da pirdmide .........ccccoviiiiiiiiiiiiiee e 2 pontos
DEIEIMINGT AB oottt ettt ee et e et e et er s nneeeon 1 ponto
Determinar @ cota do PONO A ....coveeiiiieiieiecieee et 2 pontos
Apresentar as coordenadas do PONIO A ......cccveeeiieiiiie e 2 pontos
Determinar as coordenadas do vetor 4B ((— 1,0, —3)) ................................ 1 ponto

USRS

Designemos por @ a amplitude do angulo AOP, em radianos

ReCONNECEr QUE BS =7 — OS oo 1 ponto

Reconhecer que TA =7 = OT oo 1 ponto

Escrever a = % .................................................................................................... 2 pontos
Escrever cosa = @ ......................................................................................... 2 pontos
Obter OT = rcos (%) ......................................................................................... 2 pontos
Escrever sena = @ .......................................................................................... 2 pontos
Obter OS = rsen<i]> .......................................................................................... 2 pontos
Obter a expressao pretendida .......cc.evviiiiiiiie e 2 pontos
Opgéo(B) ...................................................................................................................................

12 pontos

14 pontos

14 pontos

12 pontos
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ot teteeeeeeeeeeeeeeeeeessssseeseeeeeeeeeeeesesssssssesesseseseeseeesesssstssesetteeeteeiaaanantettaettataaeeeeeiaaaantrrreeaeaeaeeeeaeaaaannns 14 pontos

Apresentar a expressao

(2 X3C; x1Cy+2x°Cy x7Cy ou equivalente) (vernota1).........cccooevennnnnn. 13 pontos
Obter o valor pedido (910) (Ver nota2) ..........coccooovoiomeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereneen. 1 ponto
Notas:

1. Se uma das parcelas nao for apresentada, devem ser descontados 8 pontos. Por cada
parcela incorreta devem ser descontados 7 pontos, salvo se a incorregao se limitar a
falta do fator 2. Neste caso, devem ser descontados 2 pontos por cada parcela em que
tal erro ocorre. Se, por aplicagdo deste critério, o valor obtido for negativo, a pontuagéo
a atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se a etapa anterior tiver sido pontuada com 0 pontos, a pontuagéo a atribuir nesta etapa
é 0 pontos.

© e et eeeeeeeeeeeeeeetstssssssssseeeeeseseeeeeeeeeeesesesesssesstsssssessssnnnnnnaatieteteeeaeaetttetttttra...—..—.———————————aaaaaaaaes 14 pontos
P(ANB)
ESCreVver P B | A) = — o e 2 pontos
( | ) P(A) p
Obter P(ANB)= %P(A) ................................................................................. 2 pontos
Substituir P(A N B) POr P(AU B) oo 2 pontos
Substituir P(AUB) por 1= P(AU B) oo, 2 pontos
Substituir P(4U B) por P(A)+ P(B)—=P(ANB) oo, 2 pontos
Obter P(A N B)+2P(A) =1 oo 4 pontos
© et eeeeeeededeeee.eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessssssssssssssssssssssssesiseeeseeeeeeeseseeeeeteseeetettttet.———————————————_ 12 pontos
Opgéo (A)
t ettt eeeeeeeeeeedeessssseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesessssssssssstesssssssssisieeieseeeeeeeeeteteteteeteretttntet.————————————————as 14 pontos
Designemos por (a,) a sucessao dos termos de ordem impar da sucess&o (u,,)
Referir que (a,,) € uma progressao aritmética de primeiro termo iguala 3 e
FAZA0 IQUAL @ 4 .ottt 5 pontos
Escrever S5y = % X200 e 1 ponto
DetermMiNar () ««eeeoeeereereeiee e 5 pontos
Obter a soma pedida (80200) .....ooviviveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3 pontos
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< PSSP PPPEPPRR 12 pontos
Opgéo (C)
L SRR PPPPPPTPTITPPIN 14 pontos
Substituir z; e z; naequacdo dada ... 1 ponto
v
Identificar 212 com %e e 1 ponto
IENfICAr Zy COM =27 oo 1 ponto
OB 122 = 4 =0 oo, 4 pontos
OBEI Z2 = — 4 oo, 2 pontos
37
Identificar —47 COM 4@ 2 e e 1 ponto
A3T7[+2k7f
Escrever z=2e¢ > (com K€ {0,1}) oo 2 pontos
3 T
Obter as solugdes da equagéo <2elT e 26’7) .............................................. 2 pontos
7R SRR 14 pontos
Determinar  lim  f(x) oU f(1) oo 2 pontos
x—1"
Determinar 1M (X)) oo 9 pontos
x—1*
. . [sen(x—1)
Escrever lim f(x)= lim | = —="——" 4k | 1 ponto
x—17 x—1* 1—-x
Escrever
lim w +k|= lim (m + k) ............. 2 pontos
x—1t\ 1= x? x=1\(1=x)(1+x)
Escrever
lim <—Sen(x -0, k) =
x—1\(1=x)1+x)
= lim wx Hm —=L bk 2 pontos
x—1F x_l x—>]+x+1
Escrever
lim wx lim —L 4% =
-1+ x-—1 -1+ x+1 y=x-1
B . seny [ 1
pexol yhj%ﬂ y X( 2>+k ......................................... 3 pontos
Obter lim f(x)= —% F 1 ponto
x—1*
Escrever —% A 2 pontos
Obter o valor de k <—%> .............................................................................. 1 ponto
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Determinar f'(x) em |—oo, 1[ (vernota1) ........cccccoocomomievevverrirnininns 4 pontos
ESCIEver (X)) =0 oo 1 ponto
Determinar o zero de ' em Jr00, 1] e, 2 pontos

Apresentar um quadro de sinal de f” e de monotoniade f em |-oo, 1]
(OU €QUIVAIENTE) ... 4 pontos

Apresentar os intervalos de monotonia da fungdo em ]—oc, 1[ (vernota2) ... 1 ponto

Reconhecer que o extremo relativo é f(%) .................................................. 1 ponto
- 1 3

Determinar f 5 5t IN2 | e 1 ponto

Notas:

1. Se for evidente a intencao de determinar a derivada da fungdo, a pontuagdo minima
a atribuir nesta etapa é 1 ponto.
2. Se for referido que a fungéo f € crescente em ]—oo, %[ em vez de ]—oo, %] e

decrescente em ]15, 1[, em vez de [L 1 [ esta etapa deve ser considerada como

cumprida. 2
Escrever g(x)=log,((1—cosx)(1+cosx))+210g;(2COSX) ovrrrrrrrrrrrrs 2 pontos
Escrever g(x)=10g; (1 —cos2x)+ 21085 (2 COSX) ovrriomrrimrrirmriireriireireninns 2 pontos
Escrever g(x)=10g, (sen?x)+ 21025 (2 COSX) vrrrrrrrmimirriireiieinisierireeens 2 pontos
Escrever g(x)=21og, (senx)+ 21025 (2 COSX) orvromrmrrrmrreeererererireienenn 2 pontos
Escrever g(x)= 2<log2 (sen x)+ log, (2 cos x)) ............................................ 2 pontos
Escrever g(x)=210g (2SN X COSX) rrrirririrmiiriiieieieieieiseiseeie e 2 pontos
Obter g(x)=2log, (sen (2x)) ......................................................................... 2 pontos
Opgéo (D)

14 pontos

14 pontos

12 pontos
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Apresentar a equagdo N(#)= N(# —1)+0,5 (ou uma equagao equivalente)
(VEr NOtAas 1 € 2) ..

Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora

que permite(m) resolver a equagao (vernota 3) .........cccccccvvveeeiiiiiiiiiiiineennnnn.

Apresentar as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) .......ccccceeevviiiieeeeninnnen.

Apresentar o valor de # naforma pedida (2h5min) ....ccccocooorevecerccnenenn.

Notas:

1. Se a equacao apresentada ndo traduzir corretamente o problema, a pontuagéo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se néo for apresentada qualquer equagéo, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é
0 pontos. As restantes etapas sao pontuadas de acordo com o desempenho, se for
inequivoco que correspondem a resolugéo da equacao que traduz corretamente o
problema.

3. Se nédo for apresentado o referencial, a pontuacao a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.

Determinar 1M f(X) oo
X —>—00
Escrever lim f(x)= lim _xT-4 1 ponto
lim = lim p
X ——00 x—-00 x*—=5x+6
Obter 1M f(X) =1 i 2 pontos
X ——00
Concluir que a reta de equagcdo y =1 ¢é assintota horizontal ao gréafico da
fUNGAOD [, QUANAOD X — =00  oiiiiiiiiiiicicie et
Determinar 1M f(X) oo
X —+o0
Escrever lim f(x)= lim * el S 1 ponto
X =400 x—to0 ¥~ 2
. — . +1
Escrever lim =~ 12 = lim 2 3 pontos
X—>+0 e¥ T4 y=x-2 y—-too gV
. +1 .
Escrever lim 2~ = lim <L+L) .............................. 2 pontos
yotoo eV y—too \er eV
(Y LY 1 1
Escrever ylil}:loo (e 5t . y>— yllIPoo o + P 1 ponto
Y
Obter 1M f(X) =0 oo 2 pontos
X —+o0

Concluir que a reta de equagdo y =0 ¢é assintota horizontal ao gréfico da
fUNGEOD f, QUANAO X — 00 ittt

5 pontos

4 pontos
2 pontos

3 pontos

3 pontos

1 ponto

9 pontos

14 pontos

14 pontos
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8 SO PEPPRPRRPOt 14 pontos

Escrever e (4 +¢2) 25 o 4e™ 4" =520 i 2 pontos
Obter 46+ e =520 © €2 =5+ 40 oo, 2 pontos
Escrever e —5¢*+420 o p?=5p+420 2 pontos
y=e
Obter 32 =5y +420 o P<1V P4 e, 3 pontos
Escrever y=<1V y=24 o e"S1Ve'Z4 . 1 ponto
y=e
Obter e*<1V eX=24 & x<0V x=ZInd ... 2 pontos
Apresentar o conjunto pedido ([—2, 0]U[ln4, 2]) .......................................... 2 pontos
D o et e et et eee—e———————————— e eeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeteeee——————————————————————aaaaaas 14 pontos

Designemos por a a abcissa do ponto A e por b a abcissa do ponto B

DEterMiNar  f7(X) oot 1 ponto
Determinar @ (X)) oot 2 pontos
Obter /(@)= (D) ©D=1=20 oo 3 pontos
Escrever as coordenadas de 4, em fungdo de @ .......ccccevveveeceevieieiccieceeenne 1 ponto
Escrever as coordenadas de B, emfungdode @ ......cccccoeoeiiiiiiiiiiiiiiiiiee, 2 pontos
Obter o declive dareta AB, emfunCa0 de @ .....ccoooveieeiceeeeeeeeeeeeeeee e, 2 pontos
Identificar o declive dareta AB com  [(@) .ccccoovvieioiiieceeeeeeen 1 ponto
Obter o valor de a (%) .................................................................................... 1 ponto
Obter o valor de b (—é) .................................................................................. 1 ponto
COTAGOES

As pontuagbes obtidas nas
respostas a estes 11 itens
da prova contribuem 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 10.1. | 10.2. | 12.1. | 12.2. 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes 7 itens, contribuem
para a classificagéo final da

. . 2. 5. 7. 9. 1. 13. 14. Subtotal
prova os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 4 x 14 pontos 56
TOTAL 200
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A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacgdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
namero do item e a letra que identifica a opgéo escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificagcoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2 A .
afTr (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47> (r — raio)

1

Volume de uma piramide: 3 X Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %nﬁ (r — raio)

Progressbes

Soma dos n primeiros termos de uma progressdo (un):

U+ u,

Progressao aritmética: X n

1—r"

Progressao geométrica: u; x =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos

(0 ) = pn ein?

N SO+ 2kn
Voel =nfo e m (kedo,...

n—1}y e neN)
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Regras de derivacéo

(u+v)Y=u+v
(uv)=uv+uv
( ;

1)'_ v—uv
v %

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})
(lnu)':—,

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

lim(l + %)ﬂ =e¢ (neN)

lim SEOL — |
x-0 X



% 1. Qual das expressdes seguintes € termo geral de uma sucessdo convergente?

*

. O Seméaforo é um jogo matematico em que se usa um tabuleiro retangular

n
(A) (~1)"xn (B) (_rf) © (-1)"+n ©) (-1)"-n

. A'soma dos cinco primeiros termos de uma progressao geométrica de razao 2 ¢ 211.

3
Determine o quinto termo desta progressao.

. Seja {2, conjunto finito, 0 espaco amostral associado a uma dada experiéncia aleatdria.

Sejam A e B dois acontecimentos (ACQ e BCQ).
Sabe-se que:

e P(B)=0,6;

e P(AUB)=0,6;

e ANB=0.

Qual é o valorde P(A4) ?

(A) 0,2 8) 0,4 () 0,6 (D) 0,8

de 3 x 4 casas e se dispde de pecas verdes, pecas amarelas e pecas 1 2 3 4
encarnadas. As pecas da mesma cor sdo iguais.

5 6 7 8
Na Figura 1, esté representado um tabuleiro do jogo Seméforo cujas casas
foram numeradas de 1 a 12. glloll11]l12
Pretende-se colocar 2 pecas no tabuleiro, uma peca por casa, de modo a
obter uma configuracao colorida. Para o efeito, dispde-se de varias pecas de Figura 1

cada cor.

Considera-se uma configuragdo colorida o resultado da colocagdo de duas pegas no tabuleiro. Duas
configuracdes coloridas sao diferentes se diferirem nas casas ocupadas pelas pegas usadas ou na cor
dessas pecas.

A expresséao seguinte permite determinar o nimero de configuragdes coloridas diferentes que é possivel
obter.

3X12C2 + 3C2X12A2

Explique, no contexto descrito, cada parcela desta expressao.
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5. Dos alunos que participaram num torneio de jogos matematicos, que incluiu os jogos Semaforo e Rastros,
sabe-se que:

e metade dos alunos jogou Seméforo;
e um quarto dos alunos néo jogou Rastros;

e um quinto dos alunos que nao jogaram Rastros jogou Seméaforo.

Determine a probabilidade de um aluno que participou no torneio, escolhido ao acaso, néo ter jogado
Semaforo e ter jogado Rastros.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

6. Na Figura 2, esta representado, em referencial o.n. OXyz , um cone reto de vértice V e base de centro
no ponto A.

Figura 2

Sabe-se que:
e oponto V pertence ao eixo Oz, e o ponto A pertence ao eixo Oy ;

e abase do cone tem raio 3 e esta contida no plano definido por 4y —3z=16.

% 6.1. Qual das seguintes equacdes define um plano perpendicular ao plano que contém a base do cone e
que passa no ponto de coordenadas (1,2, —1) ?

(A) 4y -3z=11 B) 3x+4y+z=10
(C) 3y+4z=8 D) x+3y+4z=3

% 6.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine o volume do cone.
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7. Na Figura 3, estd representada, em referencial on. OXy , a circunferéncia de equagéo

(x+2)2+(y—1)2:9.

y
A
2 <
\\
\
\
1
B C )
7
\\ O ,' X
Figura 3
O ponto C é o centro da circunferéncia.
A e B sdo dois pontos da circunferéncia.
O arco de circunferéncia 4B tem comprimento 27 .
Determine o valor do produto escalar CA - CB .
8. Seja f afungdo, de dominio R\ {-2}, definida por
eZ—x
se x<-2Vx=2
x+2
f(x)= ,
sengx— ) se —2<x<2
x“ =4

Resolva os itens 8.1. e 8.2. sem recorrer a calculadora.

% 8.1. Averigue se afuncdo f é continuaem X=2.

% 8.2. Estude a fungdo f quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos, no intervalo

|-o00, =2 , e determine esses extremos, caso existam.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.
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9. Na Figura 4, esta representado um cabo suspenso pelas suas extremidades em dois postes iguais,
distanciados 10 metros entre si. Os postes estdo instalados perpendicularmente ao solo, num terreno
plano e horizontal. O ponto do cabo mais préximo do solo é equidistante dos dois postes.

Poste da Poste da
esquerda direita

\A\/

h(x)

v Solo

|

A
Y

10 m

Figura 4

x=5 S5-X
Seja h afungéo, de dominio [0,10], definida por A(x)= 6,3<e 126 4 o 126 )— 7,6 .

Admita que /(x) é aaltura, relativamente ao solo, em metros, de um ponto do cabo situado a X metros
do poste da esquerda.

% 9.1. Qual é a distancia, arredondada as décimas de metro, da base do poste da esquerda ao ponto do
cabo que esta mais proximo do solo?

A) 7,1m (B) 7,3 m (C) 7,6 m (D) 7,8 m

% 9.2. Para um ponto do cabo situado a d metros do poste da esquerda, verifica-se que, diminuindo 50%
essa distancia, a altura, relativamente ao solo, diminui 30 centimetros.

Determine, recorrendo a calculadora, o valor de d, sabendo-se que este valor existe e é tnico.
Apresente o resultado arredondado as décimas de metro.

Na&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equacéao que lhe permita resolver o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na calculadora que
Ihe permite(m) resolver a equacao e apresente a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondada(s) as centésimas.
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% 10. Na Figura 5, estéo representados, no plano complexo, os afixos de cinco nimeros complexos.

11.

%* 12.

Im(z)

O Re(z)

oD

Figura 5

O ponto A pertence ao semieixo real positivo, os pontos B e C pertencem ao semieixo real negativo,
e o ponto D pertence ao semieixo imaginéario negativo.

O ponto W é o afixo de um niimero complexo W tal que Im(w)=—Re(w) e Re(w)>1.

Qual dos pontos seguintes pode ser o afixo do nUmero complexo —iw??
(A) Ponto A (B) Ponto B
(C) Ponto C (D) Ponto D

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

—@n)é |

Considere, em C, conjunto dos nimeros complexos, a equacio z3= ( @
i

Determine o nimero complexo que € solucdo da equacéo e cujo afixo, no plano complexo, pertence ao
terceiro quadrante.

Apresente o resultado na forma a + bi , com a,bER .

Na Figura 6, esta representado o triangulo [ABC] . C
Seja X& ]O, %[ a amplitude, em radianos, do 2 cm
angulo BAC .
X 2X
Sabe-se que: A B
o CBA=2x: Figura 6

e BC=2cm.

Mostre que o comprimento de [AB], em centimetros, é dado, para cada valor de X, pela expressao

8 cos2x —2
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13. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Seja g a fungdo, de dominio |1, + oof , definida por g(x)=5x-3In(x—-1).

Estude a fungdo g quanto a existéncia de assintotas verticais e de assintotas obliquas ao seu grafico

e, caso existam, escreva as respetivas equacoes.

14. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine os numeros reais que sao solucdo da equacao

(e*-1)In(5-2x)+e*In(3-x)=In(3-x)

15. Seja k um namero real ndo nulo, e seja f a fungéo definida, em R*, por f(x)= % .

Considere dois pontos do graficode f, A e B, sendo A o de menor abcissa. Considere, também, o
ponto desse grafico em que a reta tangente ao grafico é paralela a reta AB .

Mostre que, para qualquer valor de K, as abcissas dos trés pontos sdo termos consecutivos de uma

progressao geomeétrica.

FIM

COTACOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens

da prova contribuem 1. 8. 4. 6.1. | 6.2. | 8.1.

obrigatoriamente para a
classificagao final.

8.2.

9.1.

9.2.

10.

12.

15.

Subtotal

Cotacao (em pontos) 12 12 14 12 14 14

14

12

14

12

14

14

158

Destes 6 itens, contribuem

para a classificacao final da
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacéo.

11.

13.

14.

Subtotal

Cotacao (em pontos)

3 x 14 pontos

42

TOTAL

200
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1. A opgéo correcta é a B, pois:

-1)"
para n par, Iim( )

-1)" _ _
=lim==—=0 epara n impar, Iimuzlim—lz—lzo
n +oo n n +oo
-1)"
Logo, Iimu

=0, sendo, portanto, convergente

Resposta: B
2. Seja (u, ) a progressdo geométrica de razao % Cuja soma dos seus cinco primeiros termos € 211.

5
2
1—(
Assim como a soma dos cinco primeiros termos da progresséo geométrica (un) é dada por u, x

_\3) vem que:
1-2
3

2y 25
L s
U, x 3

5
=211l u x—2

32 211 243
=211<3u x|1-— |=211<3u,x—=211<3u, = X o
2 1 ' ( 43) t243 = 241 241
3 3
=1} _243 <u, =81
3
4 4
Logo, u5=ulx(gj :81><2—4— xE:16.
3 3 81
3. Tem-se que AnB =, pelo que os acontecimentos A e B sdo incompativeis e portanto:
P(AUB)=P(A)+ P(B)P(E)iovgp(B)ioAOﬁ: P(A)+0,4<=P(A)=0,2.
Logo, P(K)=0,8
Resposta: D
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4. As pecas podem ser da mesma cor ou de cores diferentes.

Assim:

= 3x 12C2 : € 0 nimero de maneiras de escolher uma das trés cores, 3C1 =3, e, para cada uma destas maneiras, escolher

duas das doze casas do tabuleiro para as duas pegas da mesma cor — o nimero de maneiras de o fazer & *C, ;

= °C, x A, : é o nimero de maneiras de escolher duas das trés cores, °C, , e, para cada uma destas maneiras, escolher

ordenadamente duas das doze casas do tabuleiro para as duas pecgas de cores diferentes — 0 nimero de maneiras de o
fazeré “ A, .

5. Sejam A e B os acontecimentos:

A «0 aluno jogou o jogo Semaforo» B : «0 aluno jogou o jogo Rastos»
. 1 = 1 3 —{ b
Do enunciado sabe-se que P(A)==, P(B)==< P(B)=—¢e¢ P(A|B|==.
e P(A)=7, P(B)=5 = P(8)=> ¢ P(AB)=
Pretende-se P(ANB).
_ P(A)—P(Af\B)
1 P(ANB)

T _ 1 T =1 = 11
em-se que P(A|B):g<:> =z ©P(ANB)=xP(B) = P(A)-P(ANB)=Cx o

P(B)

= 1—P(AmB):i<:>l—i:P(AmB)<:>P(AmB)=i
p(A)Z%Z 20 2 20 20
Logo, P(KmB):P(B)-P(ArwB):%-%:z%z%.
Outra resolugao (utilizando uma tabela):
Tem-se que:
= 1 3
“P(A)==¢e P(B)—Z<:> P(B)_Z
. P(A|E_3):1<:>P(A—TB):1<:>P(Amg):le(E)a P(AmE_B):lxl@ P(Aml§):i
5 P(B) 5 5 5 4 20

Exame Nacional Matematica A | 2022 | 1.2 Fase | Proposta de Resolugio | 3



José Carlos da Silva Pereira | Recursos para Matematica

Pretende-se P(K A B)

Preenchendo uma tabela:

A A p.m
.11 9039 6 3
2 20 20 | 4 20 20 4
- 1 !
20 4

1 11

m 2 1-2==
P 2 272 1

6.1. Um vector normal ao plano que contém a base do cone é ﬁ(0,4,—3) .

O ponto de coordenadas (1, 2, —1) pertence ao plano pedido e qualquer vector normal a um plano perpendicular ao plano

que contém a base do cone este é perpendicular ao vector 1 (0,4,—3) .

Logo, a Unica equacao que define um plano nas condigdes do enunciado é a da opgéo D.

De facto, um vector normal a x+3y+4z=3 é 1,(1,3,4) e n,-n=(1,3,4)-(0,4,-3)=0+12-12=0, pelo que
este plano é perpendicular ao plano que contém a base do cone. Por outro lado, o ponto de coordenadas (1,2,—1)
pertence ao plano definido pela equagao da opgéo D, pois 1+3x2+4x (—1) =3 7-4=3<3=3, que é uma

proposicado verdadeira.
Resposta: D

6.2. Tem-se que o volume do cone é dado por L rx3 XAV =37AV .

4

= oponto A pertence ao eixo Oy , pelo que as suas coordenadas s&o da forma A(O, y,O) .Como A pertence ao plano

que contém a base do cone, substituindo, vem que:

4y -3x0=16 <4y =16 < y=4= A(0,4,0)
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=arecta AV ¢é perpendicular ao plano que contém a base do cone (por conter a altura). Como um vector normal a esse
plano é ri(0,4,—3), um vector director da recta AV é ri(0,4,—3), pelo que:

AV :(x,y,2)=(0,4,0)+k(0,4,-3), keR

O ponto V pertence ao eixo Oz, pelo que as suas coordenadas séo da forma V (0,0, z). Assim, como V pertence a

recta AV , substituindo, vem:

0=0 0=0 0=0
(0,0,2)=(0,4,0)+k(0,4,-3) <= <0=4+4k < <k=-1 < 1k=-1=V(0,0,3)
z=-3k z=-3x(-1) z=3

Logo, W:\/(O—O)2 +(4—O)2 +(O—3)2 =5 e o volume do cone é 37 x5=157 .
7. Tem-se que CA-CB = H CTA“xH CB Hx cos(AéB).
Como a circunferéncia tem raio 3, vem que H ﬁ” = H CB H =3

O comprimento do arco AB é dado por ACB x AC , pelo que ACBx3=27 <> ACB = 2?” .

Logo, A = CA || | xcos( ACB) =3x3xcos( 2 |0 -2 }--3.

8.1.Afungdo f écontinuaem x=2 se lim f(x)=lim f(x)= f(2).Assim:

X—>2" x—2"

2-x 2-2 0 2.2 0
cimf(x)=tim o= &8 Lo &1
-z o2 x+2 2+2 4 4 2+2 4 4
5
— 0 — —
Clim 1 (x) = fim M2 Dy Sen(x=2) L sen(x=2)
x>2" x>2 X" -4 -2 (X=2)(X+2) 2 x+2 2 X-2
- am®WY oLyl
y=x2 242 yo0 Yy 4 4
X—>2 =y—0 —_———

Limite notavel

Logo, f écontinuaem x=2.
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2-x(_na_
. f’(x):OQLw:O@eZ’X(—B—X):O A (x+2) %20 €7°=0 v -3-x=0&x=-3
(X + 2) Condigao universal Eq. impossivel em &

em]—oc,—Z[
Osinalde f' depende apenas do sinal de —3—x , pois e*™* >0 e (x+ 2)2 >0 paratodoo x e |—o,—2].

Fazendo uma tabela de variagao do sinal de f':

X —0 -3 -2
f'(x) + 0 — n.d.
f ya MAXx. Ny nd.
No intervalo |—o0,—2[, a fungdo f é decrescente em [-3,—2[, é crescente em | —o0,—3] e tem maximo relativo
ez—(—s) 5 .
em x=-3,queéiguala f(-3)= =—=—g".
d g ( ) -3+2 -1

9.1. O ponto do cabo mais préximo do solo encontra-se a cinco metros do poste da esquerda (e a cinco do poste da
direita, pelo que a sua altura solo € igual a:

(%))
o
(3]
(3]

6 et

'6)—7,6:6,3><(e°+e°)—7,6=2><6,3—7,6=12,6—7,6:5

N
N

h(5)=6,3><(e1

Poste da Poste da Sendo A o ponto do fio mais préximo do solo, B a sua

esquerda direita

\A‘/ projeccdo ortogonal o C o ponto da base do poste da

esquerda, pelo teorema de Pitagoras, vem:
// . AC=5'+5" & AC=1/50 & AC= 7.1
/
C/ ' y . S0 AC 6 amedida pedida e [ ABC] é rectangulo em B.
Resposta: A
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9.2. Se um ponto se encontra a d metros do poste da esquerda, entédo a altura é dada por h(d) . Se essa distancia
diminui 50% , isto é, passa a ser d —0,5d =0,5d , a sua altura é dada por h(0,5d ) , que é 30cm (0,3 m) inferior a

h(d), ou seja, h(0,5d)=h(d)-0,3
Portanto, pretende-se x €[0,10] tal que h(0,5x)=h(x)-0,3:

VA

y=h(0,5%) (7_93,5.0-})

y=h(x)—0,3

=Y

Portanto, h(0,5x)=h(x)-0,3<> x=d,emque d ~7,9 metros.

10. Tem-se que Im(w)=—Re(w), pelo que sendo a=Re(w),vem que w=a—ai, com a>1.
Assim, —iw? =—i(a-ai)’ :—i(a2 —2a% +a2i2)=—i()ar2/—2ai —)ar[) =2a%i? =-2a°.
Portanto, w € um niimero real negativo inferiora —2 , dado que a>1< a’>le-2a°<-2.

Assim, dos pontos apresentando o Uinico que pode ser o afixo de —iw? éo C .

Resposta: C
11. Tem-se que:
. —\/§+i‘= (—\/§)Z+12 =3+1=4=2
Sendo « um argumento de —J3+i tem-se que tga = ! X ﬁ = _¥3 e a pertence ao segundo quadrante, pelo
NN I

57z
que o pode ser —%+7r:%r. Logo, —J3+i=2e°¢.
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57

o (2B 26 | (2 ) (257 (2
Assm,( i J = e _(\/Ee } _(ﬁe j _(\/E

\6
Logo, a solugdes da equagdo z° = (_\/\/?L 'j < 7% =8¢'” s30 as raizes cubicas de 8e'® | que sdo dadas por:
i
i(0+2k”) iZk—”
3ge'l 3 J=2e¢ ®  comk €{0,1,2}

Entdo:

~se k=0, entdo z=26'" =2, cujo afixo néo pertence ao terceiro quadrante;

27
=se k=1, entdo z=2e 3, cujo afixo pertence ao segundo quadrante;

Y4
~ I— . ol .
=se k=2,entdo z=2e 2, cujo afixo pertence ao terceiro quadrante.

-~ O numero complexo que é solugdo da equagao e cujo afixo pertence ao terceiro quadrante é:

2ei4?” = 2[cos(4;j+|sen(4;jj=2(—%—£|J:—l «/§|

12. Seja D a projecgéo ortogonal do vértice C no lado [AB]:

Assim, tem-se:

. cos(2x)=B—2Dc>@=ZCos(2x) e sen(2x)=CTDc>ﬁ=25en(2x)

-tgx=C=D<:>Extgx=Zsen(2x)<:>ﬁx§m:ZXZMCOSX <  AD=4cos’x
AD COS X o

=sen x#0 e cos x#0
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Logo, AB = AD + BD = 4c0s’ X+ 2¢0s(2x) = 4c0s” X + 2(cos2 X —sen’ x) -

= 4cos’x+ 2(cos2 X —1+ cos? x) = 400s? X+ 4C0S° X — 2 =8C0S% X — 2

sen? x=1—cos® x

Outra resolucao: pela Lei dos senos, tem-se que:

=sen(3x)

sen(ACB) sen x sen(z—3x) senx — —
— = = — = <> 2sen(3x) = ABxsen x < 2sen(2x+ x) = ABxsen x <
AB 2 ACB=z-3x AB

<> 2(sen(2x)cos x +sen xcos(2x)) = AB x sen x
=N 2><2;:,erﬁcosxcosx+Z)serﬁ(cos2 X —sen? x):ﬁx;@rﬁ

< AB=4c0s? X + 2(cos2 X —1+ cos? x)
><e—‘0,z
4
=sen x=0
sen? x=1-cos® X

< AB =4c0s? X +4c0s’ X —2 <> AB=8c0s’ X — 2

13. Tem-se que lim g(x) = lim (5x~3In(x~1))=5x1-3In(1" ~1)=5-3In(0" ) =5-3x(~0) =+

Logo, a recta de equagdo x =1 é assimptota vertical ao gréfico de g . Como g é continua em ]1,+oo[, 0 seu grafico

nédo tem mais assimptotas verticais.

Assimptota obliqua:

g(x) _ - 5x—3In(x-1) - 5X

=m= lim = —/ -3 lim =
X—>+00 X X—+0 X X—>+0 /)( X—>+00w X X—>+00 X
In(1+0)=In1=0
f—/%

| '”(1‘1j '”[1_1j 0
_5-30im ¥ _3im —— X/ _543x0-3x— 2/ _5 3, Y _5_3.0-5
X+ X X—>+00 X + 00 + 00

Limite notavel

= b=lim (g(x)-mx)= lim (58 ~3In(x~1)- 5% ) =—3In(+ o0 ~1) = =3In (+00) = —3x (+0) = —c0

X—>+0 X—>+©

Logo, o gréfico de g néo tem assimptota obliqua.
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14. Tem-se que D={xeR:5-2x>0 A 3—x>0}={XER:x<g A X<3}:}—oo,g{.

Neste dominio D, tem-se:
(eX —1)In(5—2x)+eX In(3-x)= In(3—x)<:>(ex —1)In(5—2x)+eX In(3-x)-IN(3-x)=0<

0

(6" -1)in(5-24) n(a-x)(e" -
o (6 -1)In(5-20)+In(3-) =0
€ -1=0 v In(5-2x)+In(3-x)=0
€ =1 In((5-2x)(3-X))=0
oe*=e’ v 15-5x—6x+2x*=e’ A xeD

< x=0v 2x*-11x+14=0 A xeD

11+ /(~11)° —4x2x14
2x2

A XeD

=SXx=0v X=
7
=S X=0v x=2 v XZE A XeD

Como 0eD,2eD e ge D, o conjunto solugéo da equagéo é {0,2} .

15. Sejam a e b as abcissas dos pontos A e B, respectivamente, com 0 < a <b . Portanto:

A(a,  (a)), ou seja A(a,h) e B(b f(b)),ouseja B(b,%)

a

k k kb—_ka
Ya-Ys _a b_ an k(D) k

Tem-se que m,; = = = = = =
AB X,—X, a-b a-b Mab a<b=a-bz0 gh

Seja r arecta tangente ao gréficode f num ponto C (c, f (c)) ,com ¢ >0, que é paralela arecta AB.
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k'xx—kxx" 0-kx1
x? T

Assim, m, =m,; < f'(c) :_Lb e portanto, como f'(x) = — , vem que:
a

f'(c ):—— /K /K —=i<:>02=ab<:>c=\/%

ab k¢0 c® ab

Logo, as abcissas dos trés pontos sdo a, vab e b ecomo O<a<b, vem:

. 0<a<b<:>\/a<\/_<:>\/5x\/5<\/5x\/_<:>a<\/_

Ja>0

. 0<a<bc>\/5<\/5§E:>Jax\/5<\/5x\/5c>\/£<b
Jb>0

Portanto, a <+/ab <b e as trés abcissas séo trés termos consecutivos de uma progressdo geométrica, dado que:

b b Jab_pJab_ab
Jib @b Jab af  a

FI1 M
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2 A .
afTr (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47> (r — raio)

Volume de uma piramide: L Area da base x Altura

3

1

Volume de um cone: = x Area da base x Altura

w

Volume de uma esfera: +7r° (r— raio)

3

Progressbes

Soma dos n primeiros termos de uma progressdo (un):

~ f " u u
Progressdo aritmética: 4t " » py
~ 4. — ph
Progressdo geométrica: u x ="
1—r

Trigonometria
sen(a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos (a+ b) = cosa cosb—sena senb

Complexos
(p ey =p" oind

- 0+ 2kn
oel =npe 7 (ke{0,....n—1} e neN)
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Regras de derivacéo

(u+vy=u+
(uv)=uv+uv

1): wv—uyv
v

P2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

Inuy = 4
(Inuy = &

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

. L G _
hm<1+n> =e¢ (neN)
lim SEOL — |

x—0 X



% 1. Em qual das opgdes seguintes esta representada graficamente, em referencial o.n. OXy , uma funcéo
que tem um minimoem X=0?

(A) (B) (®) (D)

% 2. Asoma de todos os elementos de uma dada linha do triangulo de Pascal é igual a 16 384 .

Qual é o valor do quarto elemento da linha seguinte?

(A) 286 (B) 455 () 715 (D) 1365

% 3. Dos passageiros de um voo de avido do Porto para Faro sabe-se que, antes do embarque:

e 70% nunca tinham viajado de avifo;

o 2 ja tinham estado em Faro;

5

e metade dos que ja tinham estado em Faro ja tinha viajado de aviéo.
Admita que a ordem de saida dos passageiros deste voo é aleatéria.
O primeiro passageiro a sair do avido nunca tinha estado em Faro.
Qual é a probabilidade de esta ter sido a primeira viagem de avido desse passageiro?

Apresente o resultado na forma de fracao irredutivel.

4. Um saco contém 12 cartdes com a forma de retdngulos geometricamente iguais: 3 azuis, 2 brancos,
3 pretos e 4 vermelhos.

Os 12 cartdes vao ser retirados, sucessivamente e ao acaso, do saco e dispostos sobre uma mesa,
alinhados pela ordem em que séo retirados.

Determine a probabilidade de os cartbes azuis ficarem todos juntos.

Apresente o resultado na forma de fracgao irredutivel.
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5. Na Figura 1, esta representado o cubo [ABCDEFGH] . E E

1
Fixado um determinado referencial o.n. OXyz , tem-se: C : D
A(-2,5,0), B(1,-1,2) e C(3,2,8) . :
1
o N
% 5.1. Qualéovalorde AB-HE 2 e
B A
(A) —49 ®) 0 Figura 1
) 7 (D) 49

% 5.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Sabe-se que o vértice E do cubo pertence a reta definida pela equagéo
(x,¥,2)=(0,0,3)+k(1,-1,-1), keR

Determine as coordenadas do vértice E.

% 6. Considere,em C, conjunto dos nimeros complexos, a condicdo zZXZ =4 .

Em qual das opgdes seguintes esta representado, no plano complexo, o conjunto de pontos definido por
esta condi¢do?

(A) (B)
Im(z) Im(z)

2

C1N

-
-2\ 0 J 2 Re(2) —4Q
—4

-2

/4 Re(2)

©) (D)

Im(2) Im(z)
2 4 -
17~ |
Ol 2 Re(2) ol 2 Re(2)
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7. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
4

Considere, em C , conjunto dos nimeros complexos, o0 nimero complexo Z = 17 + 48 .
O nimero complexo Z €é uma das raizes cubicas de um ndmero complexo W .

Determine as restantes raizes cubicas de W e apresente-as na forma trigonométrica.

8. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Seja f afuncéo, de dominio R , definida por

1_0% se x<0

Inve+Xx se x=0

f(x)=

Averigue se a funcdo f é continuaem X=0.

9. Seja g uma fungéo derivavel, de dominio ]—oo, 7[ \ {0} , cuja derivada, g’ , é dada por

3e2X _ 7eX se x<0
g'(x)=
X + 2 COS2X se 0<x<r

Resolva os itens 9.1. e 9.2. sem recorrer a calculadora.

% 9.1. Estude a funcdo ¢ quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de
pontos de inflex&o, no intervalo |0, 7] .

Na sua resposta, apresente:
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem concavidade voltada para baixo;
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem concavidade voltada para cima;

— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de g .

% 9.2. Considere, em referencial o.n. OXy, o gréfico da funcdo g .

Determine, no intervalo |—oc, O[ , a abcissa do ponto do grafico da fungdo g em que a reta tangente
ao gréafico da fungdo é paralela a reta de equagdo Y =—2X .
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10. Resolva este item sem recorrer & calculadora.
e*X+1Inx
eX—1
Estude a fungdo h quanto & existéncia de assintotas ao seu gréafico paralelas aos eixos coordenados e,
caso estas existam, escreva as respetivas equacoes.

Seja h afungéo, de dominio |0, + oof , definida por h(X)=

11. Um tanque, que inicialmente tinha um certo volume de agua salgada, dispde de duas torneiras, uma de
enchimento e outra de vazamento. As duas torneiras sdo abertas, em simultaneo, sendo vertida agua do
mar para o tanque até este estar cheio.

Admita que a massa de sal, m, em quilogramas, no tanque, t minutos apds a abertura das torneiras,
até o tanque estar cheio, é dada por

30(1+ 0,006t)% - 29

) = s 0.006t7

, com t€][0,250]

% 11.1. Qual é, com aproximacdo as unidades, a percentagem de aumento da massa de sal no tanque,
no primeiro minuto apds a abertura das torneiras?

(A) 152% (B) 52% (C) 250% (D) 25%

% 11.2. Existe um instante a partir do qual, passada meia hora, a massa de sal no tanque triplica.
Determine, recorrendo a calculadora, esse instante, sabendo-se que existe e € Unico.
Apresente o resultado em minutos e segundos (com os segundos arredondados as unidades).
Né&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:
— apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na calculadora que
Ihe permite(m) resolver a equacao e apresente a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondada(s) as centésimas.

12. Seja (Up) a sucessao definida por

Mostre que a sucessdo (Up) € limitada.
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13. Seja @ um numero real.

Considere a fung&o polinomial definida, em R , por f(X)= %X3 +ax2+a’x+v2 .

Mostre que, para qualquer valor de a, afungdo ndo tem extremos.

14. Resolva este item sem recorrer a calculadora. y

Na Figura 2, estdo representadas, em referencial o.n. OXxy , as
retas I e S. B

/3

Areta I é definida pela equacédo Yy = TX +1.

Areta S passa pela origem do referencial e tem inclinagdo « . a

O ponto A é o ponto de interseccdo da reta I com o eixo OX . A O X

O ponto B ¢é o ponto de interseccédo das duas retas. S

Sabe-se que COS @ = 1

> -
Determine a area do triangulo [AOB] .

Figura 2

15. Considere, num referencial o.n. OXy , o grafico da fungéo f, de dominio R , definida por f(X)=x?
e umareta ', ndo vertical, que passa no ponto de coordenadas (0,1) .

Sejam A e B os pontos de interseccédo da reta ' com o gréfico da fungéo f.

Mostre que o angulo convexo AOB ¢é um angulo reto.

FIM

COTACOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 2. & 5.1. | 5.2. 6. 8. 9.1. | 9.2. | 11.1. | 11.2. | 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotacao (em pontos) 12 12 14 12 14 12 14 14 14 12 14 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificacao final da

. . 4. 7. 10. 12. 13. 14. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacéo.
Cotagdo (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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1. A opg&o correcta é a C, dado que existe um & >0 tal que f(0)< f(x) paratodoo xe]-5,5[ND;.

Resposta: C

2. A soma de todos os elementos de uma certa linha n do tridngulo de Pascal é dada por 2", pelo que:

2"=16384 < 2"=2"<n=14
16384=2%

Logo, a linha em quest&o € a 14, pelo que o quarto elemento da linha seguinte & °C, = 455
Resposta: B

3. Sejam A e B os acontecimentos:

A «passageiro que nunca tinha viajado de avido» B : «passageiro que ja tinha estado em Faro»

Do enunciado sabe-se que:

= P(A)=70%, ou seja, P(A)z%@ P(A):%
2 =3
- P(B):g<:> P(B):g
1
- P(AB)-3

=P(A)-P(ANB)
—

Pretende-se P(A||§)= P(ANB) _ P(ANB) _P(A)-P(AnB) ZE_P(Aﬁ B)'

P(B) 3 3 3
_ P(ANB _ ~
Tem-se que P(&[B) = <> (A0B) 1 p(AnB)=LxZ o p(AnB)-Lo
2 P(B)  2eper’ Z°5
1 2 1 1
p(AmB)é(:i)p(AmB)P(B)_P(AmB):gPé:))ég_g:P(AmB)@P(AmB)=g
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Outra resolugao (utilizando uma tabela):

Tem-se que:
. 7 — 3
* P(A)=70%, ousseja, P(A)=1- < F>(A)=B
2 — 3
. P(B):g<:> P(B):g
_ P(AnB) 1 _ 1 7 — 1
- P(AB)=Z < o) :EP(?iP(AmB)zixch(AmB)zg
Pretende-se P( A|B_)= P(FQ;:)B)
Preenchendo uma tabela:
A A p.m.
s 211 1 2
5 5 5 5 5
s | 7.11 3
10 5 2 5
m 7 3 1
p-M- 10 10
P(ANB) 5
_ N 5
Logo, P(A|B):W:%:€
5

4. O niimero de casos possiveis é “C, x °C, x 'C, x “C, (escolhem-se trés das doze posigdes para os cartdes azuis,
12C3; das restantes nove posicOes, escolhnem-se duas para os cartdes brancos, 9Cz; das restantes sete posigdes,

escolhem-se trés para os cartdes pretos, 'C,; as quatro posigdes que sobram ficam para os cartdes vermelhos, “C,)

O namero de casos favoraveis é 10x °C, x 'C, x “C, (os cartdes azuis podem ser colocados de dez maneiras distintas:
ostrésdaposicdo 1 a 3,ouda 2 a4,ouda3 ab,oudadab,ouda7 a9,ouda8 alld,ouda9 all,ou
da 10 & 12 ; em seguida, das restantes nove posigdes, escolnem-se duas para os cartdes brancos, °C, ; das restantes
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sete posicdes, escolhem-se trés para os cartdes pretos, 'C,; as quatro posigbes que sobram ficam para os cartdes

vermelhos, ‘C,).

10><M 10 1

“C, x °C,xe;x"C, T220 22

Portanto, a probabilidade pedida é

Outra resolugéo:

. . 12! N - f s
O numero de casos possiveis 6 ———————— (permutam-se os doze cartdes pelas doze posigdes, em que ha trés
3Ix2Ix3!x 4]

cartdes azuis iguais, dois cartdes brancos iguais, trés cartdes pretos iguais e quatro cartdes vermelhos iguais)

Para o nimero de casos favoraveis, agrupamos num bloco os trés cartdes azuis. Assim, o bloco de cartdes azuis e 0s
restantes nove cartdes perfazem dez cartdes a permutar (o bloco de trés cartdes azuis conta como apenas um cartéo),
10!

pelo que o numero de maneiras de dispor os doze cartées de modo que os azuis fiquem todos juntos & T3l :
P Xor X 4!

(©, o O 0o O 0o O O O 0o O o O 0o O 0o O O

1x10!
213! x4!

10!

W 101 %3 g1

12! T12x11x 207 2x B x11 22

3!XW

Portanto, a probabilidade pedida é

Outra resolugéo:

Considerando os cartdes, e ndo as disposices diferentes, o nimero de casos possiveis é 12!, doze cartbes a
permutarem em doze posigoes.

Agrupando num bloco os trés cartdes azuis, 0 bloco de cartdes azuis e os restantes nove cartbes perfazem dez cartdes
a permutar, pelo que o nimero de casos favoraveis é 10! x 3! (o bloco de trés cartdes azuis e o restantes nove cartdes

permutam entre si de 10! maneiras distintas e os trés cartdes azuis permutam entre si, dentro no bloco, de 3! maneiras
distintas).

3Ix10| _ 6x 10T 1 1

121 12x11x 107 2x@x11 22°

Portanto, a probabilidade pedida é
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5.1. Os vectores AB e HE s3o perpendiculares, pelo que AB-HE =0.
Resposta: B

5.2. O ponto E pertence a recta definida por (x,y,z)
séo daforma E(k,—k,3-k), keR.

(0,0,3)+k(1,-1,-1), k e R, pelo que as suas coordenadas

Por outro lado, o ponto pertence ao plano ADE , que contém o ponto A(—2,5,0) e é perpendicular ao vector AB, ou

seja, 0 vector AB é um vector normal a ADE .
Assim, como AB =B - A=(1,-12)—(-2,5,0)=(3,-6,2), pelo que ADE:3x—6y+2z+d=0.
Como A(-2,5,0) pertence ao plano ADE , substituindo, vem que:
3x(~2)-6x5+2x0+d =0 —6-30+d =0<d =36

Logo, ADE:3x—-6y+2z+36=0.
Como E(k,—k,3—k) pertence ao plano ADE , substituindo, vem que:

3k —6x(—k)+2x(3-k)+36=0<>3k+6k+6-2k+36=0<Tk=—-42<=k=-6
Portanto, E(—6,—(~6),3—(-6)), ouseja, E(-6,6,9).
6.Seja z=x+yi.

Tem-se que zxZ =4 (x+yi)x(x—yi)=4o X —(yi) =4 X’ —yil=4 o x*+y* =4, que define a
i2=-1

circunferéncia de raio /4 =2 centrada na origem.
Resposta: A
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7. Tem-se que z:i_+4i18 = 4 x1+|—4=4+4|=4+4|:

_ d8_6 2 44 & . 2_:2 2-21—4=-2+2i
1-1 Pt 1—j 1+ 12 —i

Escrevendo z na forma trigonométrica, vem que:
7| =|-2+2i|=y(-2) +(-2)° =B=22
3

= Sendo « um argumento de z, vem que tga = il =-le ae2°Q,peloque o pode ser —% +7r= e

.37
Logo, z=2/2e ¢ .

Como z € uma das raizes cubicas de um certo complexo w, vem que restantes raizes clbicas de w sao:

A7r

=
s z=2/2e\* *22e

i(3i+2lej i 257 i(zi”—znj i
= z=2J2e'* 3 =220 2 =226 22 —2J2e 22

8.Afungdo f écontinuaem x=0 se lim f(x)=lim f(x)=f(0).Assim:

x—0" x—0"

lim f (x)= lim |n(JeTx)=|n(M)=|n(e§)=%

x—0" x—0"

=12 —cos? x=sen? x

o)
. . 1-cosx o _(1-cosx)(1+cosx) . sen’x _senx . senx
= lim f (x)= lim = lim = lim = lim ——=x lim =
x>0 x>0 X X—0" X(1+cosx) x>0 X(1+€0sX) x>0 X x>0 1+COSX
=1x sen(O) =1x 0 =1x0=0

1+cos(0) 1+1

Logo, f éné&o continuaem x=0.
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9.1. Para x € |0, z[ tem-se que g'(x)=X+2cos’X.

Tem-se que:

= 9"(x)=(x+2cos’ x)' =1+2x2c08Xx(C0osX) =1—2x2sen xcosx =1—2sen (2x)

—senx =sen(2x)

- g”(x):O<:>1—Zsen(2x):0<:>sen(2x):%<:>2x:%+2k7r v 2X:7r—%+2k7r, keZ o

<:>2X:Z+2k7r v 2X:5—”+2k7r, keZ<:>X:£+k7r v X:5—ﬂ+k77, keZ
6 6 12 12

Assim:
T 5z S5t
sk=0—> x=— v X=—;—e]0,7r[e—e]0,7r[
12 12 12 12
12 ' 12 12
sk=-1> X:—E v X:—7—7[; —gg]o,ﬂ[ e —7—7[%]0,;:[
12 12 12 12
" . ~ T Y4
Logo, os zeros de g” pertencentes ao intervalo |0, z[ séo 3 e ITh

Elaborando uma tabela de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de g , vem:

V4 Y4
X 0 — — T

12 12
9" () nd. + 0 - 0 + nd
Gréafico de g nd. W, p.i. M pi. W) n.d.

Nointervalo ]0, 7 , o gréfico da fungéo tem a concavidade voltada para baixo em [% : i—ﬂ , tem a concavidade voltada

. V4 57 . . V4 5x
paracimaem |0,— | eem |—, x| ,etempontodeinflexifoem x=— eem x=—.
12 12 12 12
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9.2. Para x e |-,0[ tem-se que g'(x)=3e —7e*.

Pretende-se determinar a abcissa do ponto do grafico de g em que a recta tangente é paralela a recta de equagéo
y =—2x. Assim, se a recta tangente é paralela a recta de equacdo y=-2x, entdo as duas rectas tém 0 mesmo

declive, ou seja, tém declive —2, pelo que pretende-se determinar x € |—0,0[ tal que g'(x)=-2.
Assim, g'(x)=—2 < 3e¥ ~7e" =2 = 3(e") ~7e* +2=0

Fazendo y =e*, a equagdo fica:

7+4(=7)° —4x3x2

3y -7y+2=0cy= 3
X

& X = In(%) v X=In2

—
=In1-In3=-In3
< X=-In3 v x=In2

Como -In3<0 e In2>0, vem que a abcissa do ponto do gréfico de g cuja recta tangente é paralela a recta de
equagdo y=-2x é —In3.
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10. Assimptotas verticais:

x e’ +In(0* _
Tem-se que, lim h(x)= lim e +inx _ ( )=1+( )
x—0" x—0" ex -1

—00

0+

@ -1 I'-1

Logo, a recta de equagdo x =0 é assimptota vertical ao grafico de h. Como h é continua em ]O, +oo[ , 0 seu grafico
nédo tem mais assimptotas verticais.

Assimptota horizontal:

X—>+00

Tem-se que, lim h(x)= lim % = i X

Limite notavel
/_j_\

%,_/
Limite notavel
T 10 1 °
1-——
+00

Logo, a recta de equacdo y =1 é assimptota horizontal ao grafico de h, quando x — +.
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11.

30(1+0,006x0)" 29 30x1°—-29

11.1. No instante inicial a massa de sal no tanque é iguala m(0) = 5 . 1.
(1+0,006x0) 1
30(1+0,006x1) — 29
No primeiro minuto a massa de sal no tanque € igual a m(l) = ( i a ) 5 ~1,5249
(1+0,006x1)

Portanto, a percentagem de aumento da massa de sal no tanque é:

m(1)—m(0 -

% x100 ~ &91 x100=52,49, ou seja, aproximadamente 52%

m
Resposta: B

11.2. Num certo instante t a massa de sal no tanque é dada por m(t) . Passada meia hora, ou seja, 30 minutos, a

massa de sal no tanque € dada por m(t + 30) e esta massa ¢ o triplo da que existia no instante t, ou seja:
m(t+30)=3m(t)

Portanto, pretende-se x [0,250] tal que m(t+30)=3m(t):

y=3m(i)

y=m(f+30)

(10.35,18.47)

~Y

Portanto, m(t+30)=3m(t)<t=t,, em que t, ~10,35, que corresponde a 10 minutos e 21 segundos, dado que
0,35x60=21.

Exame Nacional Matematica A | 2022 | 2.2 Fase | Proposta de Resolugo | 10



José Carlos da Silva Pereira | Recursos para Matematica

)
an—17 |imﬂ=4, pelo que (u,) é convergente.

n+3 A

12. Tem-se que lim(u,)=lim

Como toda a sucessdo convergente é limitada, vem que (u,) é limitada.
Outra resolugéo:

Tem-se que u, = (—1)1 =-1,u,= (—1)2 =leu=(-1)"=-1

Para todo o n> 4, tem-se que:

C4n-1 4n+12-12-1 4n+12-13 4(n+3)-13 4(n+3) 13 13
n+3 n+3 n+3 n+3 n¥3  n+3 n+3

n

Assim, paratodo o n> 4, tem-se que, 0< £ < E , pelo que:
n+3 7

—E£—£<0©—E+4£4—£<0+4<:>ES4—£<4
7 n+3 7 n+3 7 n+3

Logo, paratodoo ne N, tem-se que —1<u, <4, pelo que (un) é limitada.

1

4

2
13. Tem-se que f’(x):(%x3+ax2+azx+\/§j = ><fo2+2ax+a2+0:x2+2ax+a2:(x+a)2

Assim, como (x + a)2 >0, paratodoo xeR,vemque f ’(x) >0, paratodoo xe R, peloque f & crescente em

R e portanto nédo tem extremos relativos.

14. Tem-se que:

= fazendo y =0 na equagédo de r,vem £x+1=0<:>£x=—1<:>x=—i, pelo que A(—A,OJ e portanto:
2 2 N B
— 2
AO=—
3
. COSaz% % [a:%’ pelo que o declive da recta s € igual a tg[%jzﬁ.

Assim, como a recta s passa na origem, vem que S:y = J3x
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B ¢ o ponto de intersecgéo das rectas r e s e a sua ordenada corresponde a altura do tridngulo [AOB] em relagao

ao lado [AO] . Assim:

y=§x+1 \@x=§x+1 {2«/§x=\@x+2 {\ﬁx:Z {\/§x=2

=
y =3x y=3x y =/3x y=3x |y=2
57
Portanto, a ordenada do ponto B é 2 e a rea do tridngulo [ AOB] é igual a 32( :£'

15. Sejam a e b as coordenadas do pontos A e B, respectivamente, ou seja, A(a,a’) e B(b,b?)

Ya—VYe g(a)—g(b):az—bzzw(a+b)

Assim, o declive da recta r é dada por = = a+b

X, — X a—b a-b a<b  ave0

Como o ponto de coordenadas (0,1) pertence arecta r,vemaque r:y= (a + b) x+1
Como o ponto de coordenadas A(a, az) pertence a recta r, vem que:
a’ =(a+b)a+1c>ﬁ1=/a{+ab+1<:> ab=-1
(Da mesma forma, o ponto de coordenadas B(b,b?) pertence a recta r, pelo que: b* =(a+b)b+1< b¥ =ab+p” +1< ab=-1)
0 &ngulo convexo AOB & recto se OA-OB =0.Como OA=A-0O=(a,a’) e OB=B-0=(b,b*), vem que:
OA-OB :(a,az)-(b,bz)z ab+a’h?=ab+(ab)’ = -1+(-1)" =-1+1=0

~ O éngulo convexo AOB é recto

F1M

Exame Nacional Matematica A | 2022 | 2.2 Fase | Proposta de Resolugio | 12



REPUBLICA

PORTUGUESA I AVE DE AVALIACAO
EDUCATIVA, |.P.

EDUCACAO

®
d

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.2 Fase | Ensino Secundario | 2022
12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 55/2018, de 6 de julho | Decreto-Lei n.° 27-B/2022, de 23 de margo

Critérios de Classificagao 13 Péginas

CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

A classificagéo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e é expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas séo classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificacdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, sé é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELEGCAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagéo so¢ é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgéo correta. Todas as outras respostas sado classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, a transcricdo do texto da opcéo escolhida é considerada
equivalente a indicacéo da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUGAO

Nos itens de construcéo, os critérios de classificacdo apresentam-se organizados por niveis de desempenho
ou por etapas. A cada nivel de desempenho e a cada etapa corresponde uma dada pontuacéo.

A classificacao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por niveis de desempenho
resulta da pontuagéo do nivel de desempenho em que forem enquadradas e da aplicagao dos critérios de
desvalorizacdo definidos para situagdes especificas.

A classificagdo das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por etapas resulta da soma
das pontuacgées atribuidas'as etapas apresentadas e da aplicacdo dos critérios de desvalorizacao definidos
para situacdes especificas.

Nas respostas classificadas por niveis de desempenho, se permanecerem duvidas quanto ao nivel a atribuir,
deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideracdo. Qualquer resposta que n&o
atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

A classificacao das respostas aos itens que envolvam a produgdo de um texto tem em conta a organizagao
dos conteudos e a utilizagdo adequada do vocabulario especifico da Matematica.
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As respostas que nao apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo s&o classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
qgue o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia.

A classificacdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentacao, num referencial, do grafico da fungéo ou dos graficos das fungbes
visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificagdo a aplicar, em situagdes especificas, as

respostas aos itens de construgdo que envolvam calculos ou justificagdes.

Situagao

Classificagao

1. Utilizacdo de processos de resolugéo que nao estdo
previstos no critério especifico de classificacao.

E aceite qualquer processo de resolucdo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugdo
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolugdo que nédo
respeitem as instrugbes dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo néo é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam s&o pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacdo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacéo de calculos ou justificagdes.

A resposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentacdo de calculos ou de
justificagbes necessarios a resolucdo de uma etapa.

A etapa € pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacao explicita de uma etapa que
néo envolva calculos ou justificacoes.

Se a resolugdo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta € pontuada com
a pontuagao prevista.

Caso contrario, a etapa é pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcri¢éo incorreta de dados do enunciado que n&o
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, é
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.
Se a dificuldade da resolugédo do item diminuir, o item é
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolugéo diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuacéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo néo
diminuir, a pontuacdo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificacéo.

7. Transcricdo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugdo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, é
subtraido um ponto a pontuacao da etapa.

Se a dificuldade da resolucdo da etapa diminuir, a
pontuagédo maxima a atribuir a essa etapa € a parte inteira
de metade da pontuacgéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagao

Classificagao

. Ocorréncia de um erro ocasional num célculo, na

resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa em que o erro
ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de

conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugéo
de uma etapa.

A pontuacdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte
inteira de metade da pontuacao prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10.

Resolugéo incompleta de uma etapa.

Se a resolucéo da etapa faltar apenas a passagem final, &
subtraido um ponto a pontuacio da etapa; caso contrario, a
pontuacdo maxima a atribuir € a parte inteira de metade da
pontuacgéo prevista.

1.

Apresentacdo de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentacdo de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicacdo em contrario no critério
especifico de classificacao.

12.

Apresentacdo do resultado final que ndo respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fracdo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto a pontuacéo da etapa correspondente
a apresentacao do resultado final.

13.

Utilizacado de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentacédo do resultado final com aproximacgao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa correspondente
a apresentacao do resultado final.

14.

Utilizacéo de valores aproximados numa etapa quando
deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagédo maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
€ a parte inteira de metade da pontuacéo prevista.

15.

Apresentacdo do resultado final com um numero de
casas decimais diferente do solicitado, ou apresentagao
do resultado final incorretamente arredondado.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa correspondente
a apresentacgdo do resultado final.

16.

Omisséo da unidade de medida na apresentagéo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final &
pontuada com a pontuagéo prevista.

17.

Apresentacdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a caracterizagao
do desempenho, a classificagdo a atribuir a resposta nao
¢é desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagdo
do desempenho, sdo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagbes atribuidas, salvo se houver indicagdo em
contrario no critério especifico de classificago.

18.

Utilizacdo de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuagdes atribuidas,
exceto:

—se as incorrecdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que néo sdo aceites processos de resolucédo que envolvam a aplicagéo da regra
de Cauchy, da regra de L'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugédo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas sdo pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificacdo; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuacéo prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

© e eeeeeeeaeeeeeeeetaeaeeeeestssseeseessssssseeeeestssaneeeetestannieteetesnnntetteetaeteettanaaetetatanaeeeeernnnaaaeereraaaaaes 12 pontos
Opgéo (C)

© e eeeeeeeaeeeeeeeetaeaeeeeestssseeseessssssseeeeestssaneeeetestannieteetesnnntetteetaeteettanaaetetatanaeeeeernnnaaaeereraaaaaes 12 pontos
Opcéo (B)

& e ee et eeeeeeeeeeetsessssssssseeaeeeeseseeeseeeeeeeeesesesesessssstsssnnsnnsanntaeianeeeeeetaetetttetttta.—..ta—ntanannnnanaaaaaaeeaneees 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

Designemos por A o acontecimento «o passageiro ja tinha viajado de avio» e
por I o acontecimento «o passageiro ja tinha estado em Faro».

1.° Processo

ESCreVer P(A ) =0,7 oo 1 ponto
Escrever P(F)= % ............................................................................................. 1 ponto
Escrever P(A|F)= % ........................................................................................ 1 ponto
Identificar o valor pedido comM P(A | F) covoeeeeeeeeeeeeee ittt 1 ponto
Obter P(ANF) (%) .......................................................................................... 2 pontos
Escrever P(ANTF)=1—=P(AUF) oo 2 pontos
Obter P(AU F) (%) .......................................................................................... 2 pontos
Obter P(ANF) (%) ........................................................................................ 1 ponto
- (3
Obter P(F) (?) ................................................................................................ 1 ponto
Obter o valor pedido (%) ..................................................................................... 2 pontos

2.° Processo

Construir uma tabela de dupla entrada cujas entradas sejam: 4 e A; F e F .. 1 ponto

Preencher a célula databela relativaa P(A) (0,7) .ooovooeoeeeeeeeeeeeeeeeeee 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(F) <%> ............................................ 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(F) <%) ............................................ 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(A N F) (%) ..................................... 3 pontos
Preencher a célula da tabela relativaa P(A4 N F) (é—) ..................................... 2 pontos
Preencher a célula da tabela relativaa P(A4 N F) (%) .................................... 2 pontos
Identificar o valor pedido cOmM P(A | F) covoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeene 1 ponto
Obter o valor pedido (%) ..................................................................................... 2 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Apresentar uma expressdo correspondente ao numero de casos possiveis
(12C3 X 2Cy TC3) (VErMOta 1) oo

Apresentar uma expressdo correspondente ao numero de casos favoraveis
(10X 9C5 X 7C3) (VEF MOt 2)  ..ooooeieeeerviieeieeeieeeeees e

Aplicar aregra de Laplace (vernota 3) .........ccoooiiiiiiiiiiiiin e

Obter o valor pedido (21—2> (vernotas 3e4) ......ooooiiiiii e

2.° Processo

Apresentar uma expressdo correspondente ao numero de casos possiveis
(1243 X %45 X TA3 X A1) (VErNOta 1) ...ovooeiveieiiceiieeeeeseei e

Apresentar uma expressdo correspondente ao numero de casos favoraveis
(10X 31X 945 X 743 X 41) (VEr NOtA2) ....ooovoomviireeieceeic i

Aplicar a regra de Laplace (ver nota 3) .......cccccooiiiiiiiiiiiiiiie it

Obter o valor pedido (21—2> (vernotas 3e4) ...t

Notas:

1. Se a expressao apresentada nao for equivalente a l2C3 X 9C2 X 7C3 (1.° processo)
ou a 12A3 X 9A2 x 743 x4! (2.° processo), a pontuagio a atribuir nesta etapa é
0 pontos.

2. Se a express&o apresentada nao for equivalentea 10 x °C, x 7Cy (1.° processo) ou a
10 x3!x 9A2 X 743 x4! (2.° processo), a pontuagio a atribuir nesta etapa € 0 pontos.
3. Se a etapa relativa ao numero de casos possiveis e a etapa relativa ao numero de casos

favoraveis tiverem sido pontuadas com 0 pontos, a pontuagéo a atribuir nesta etapa &
0 pontos.

4. Se o valor obtido ndo pertencer ao intervalo [0, 1] , apontuacao a atribuir nesta etapa
é 0 pontos.

Opcao (B)

5 pontos

5 pontos
2 pontos

2 pontos

5 pontos

5 pontos
2 pontos

2 pontos

14 pontos

12 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Reconhecer que AB & um vetor normal ao plano ADE ........cccccovvivevinnnn. 1 ponto
Determinar as coordenadas de A—B) .................................................................. 1 ponto
Obter uma equagao cartesiana do plano ADE ..........cccccocevvevieieiieieee e 5 pontos

Escrever 3x =6y 4224+ d =0 .o 2 pontos

Escrever 3 X (=2)—6X5+2X0+d =0 .ooocovoereieeern, 2 pontos

Obter 0 Valor de @ .....cveeeeeeceeeeeceee e 1 ponto
Identificar as coordenadas do vértice £ com (k,—k,3—=k) ooocoeoeieeceeennn 3 pontos
Escrever 3Xk—6X(—k) +2X(B3=k)+36=0 .ocoroeeoeeeeeeeeeeeeeen 2 pontos
ODBLEr 0 VAIOT A8 K .ooveeee ettt 1 ponto
Escrever as coordenadas do vértice £ ((—6,6,9)) .ooiiiinnnnniieiin 1 ponto

2.° Processo

Determinar as coordenadas 08 AB  .....oov.ovvveeoreoveeooeeeeedioee oo eeseeeeeesie e 1 ponto

Identificar as coordenadas do vértice £ com (k, —k;3— k) orovoeeceeceenn, 3 pontos

Determinar as coordenadas de AE em fungdode k ..oooveeviiiiieee, 2 pontos

ESCIEVEr AB * AE =0 ooooooooeoeoeeeeeoeeeeeoeoth oo 4 pontos

ODLEr O VAIOT A8 K .ottt 3 pontos

Escrever as coordenadas do vértice E ((—6,6,9)) oo, 1 ponto
Opgéo (A)

14 pontos

12 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Identificar ' com —1 ..o,
L4 4(1+1i)
SUDSHLUIN ——— POI — 575 e
=i " U=)a+i)
ObBtEr Z = =2 4 20 et
3n
Obter z na forma trigonométrica <2\/5€l ¢ ) ..............................
(O] o] (=T S 152 R
Obter um argumento de Z  ....ooiiiiiiiieee e

Reconhecer que as restantes raizes cubicas de w séao

(37 | 2kr

2fze'<T*T), =R A

AT i
Obter os numeros pedidos <2x/5e' 2 e 2/2¢ 12) ...................

2.° Processo

Identificar ' ComM —1 .o
L4 4(1+1)
Substituir —— por — "
1—i PN U=+
OBtEr Z = =2 4 20 oot e,
3
Obter z na forma trigonométrica <2x/5 e’ ) ..............................
(01 7= S 5= [ S S
Obter um argumento de Z  ....oooiiiiiiie e
Reconhecer que W 2 e et
Determinar W ...

Reconhecer que as raizes cubicas de w s&o

.(371’ 4 2k

2vV2¢

A7 P
Obter os ntimeros pedidos (2/56’ 2 e 2v2e 12) ...................

B T), LS (170 U S

......................................... 14 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 4 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos

....................... 2 pontos
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14 pontos

Determinar 1M /(X)) oo 9 pontos
x—0~
Reconhecerque lim f(x)= lim 1-cosx o 1 ponto
x—0" x—0- X
Escrever lim l-cosx _ lim (1-cosx)(1+cosx) 2 pontos
x-0- X x=0" x(1+ cos x)
_ _enc2
Escrever lim (1—cos x)(1+ cos x) = lim d-cos™x 1 ponto
x=0" x(1+ cos x) x—-0- x(1+cos x)
_ 2 ) 2
Escrever lim —-—COS™X _ |, _sen°x 1 ponto
x—0- x(I+cosx) x—0- x(1+cosx)
2
Escrever lim —SS0 % _ — |jy SEOX o qjy _SEOX 2 pontos
x-0- x(I+cosx) x-0- x ~ x_o l+cosx
Obter 1M f(X) =0 oo 2 pontos
x—0"
Determinar  lim /(X)) 0U f(0) oo 4 pontos
x—-07
Concluir que a fungdo f ndo é continuaem X =0 ......cccoooririiniriiineiriiiie s 1 ponto
TP SUTUTUUUTUUPPTUTTRPUTUUPPUPIURPRRID JIPRR) VTR T OrRRrPPRURRUR 14 pontos
Determinar g"(x) em 10, z[ (vernota1) ..., 3 pontos
ESCrever @ (X)) =0 oo 1 ponto
Determinar os zeros de g”(x) em ]0, 7z[ ........................................................ 3 pontos
Apresentar um quadro de sinal de g” e de sentido das concavidades do grafico
de g em 0, 7[ (OU €QUIVAIENLE) wii.v.oviieeee i, 4 pontos
Apresentar os intervalos em que a concavidade do grafico da funcao é voltada
para cima e em que é voltada para baixo, em ]O, 72'[ (vernota2) ................. 1 ponto
Indicar as abcissas dos pontos de inflexao <% e %) ................................. 2 pontos
Notas:

1. Se for evidente a intengéo de determinar a segunda derivada da fungao, a pontuacéo
minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

2. Se for referido que o grafico de g tem concavidade voltada para cima em ]0, %[ e

57 v S - AT
E,ﬁ[, em vez de ]0, 12 e 12,77, e voltada para baixo em ]12, ol

emvez de %, %] , esta etapa deve ser considerada cumprida.
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10.

................................................................................................................................................. 14 pontos
Reconhecer que o declive da reta tangente éiguala —2 ........c.coooveviiieiennnn, 2 pontos
ESCIEVET @ (X) = =2 oot 2 pontos
ESCrEVEr 3€2% — 70X = =2 oottt 1 ponto
ESCrever 32 — 7e¥ 4+ 2 =0 oo 1 ponto
Obter e* = 7iT 2 e 3 pontos
Obter e* =% V@ = 2 1 ponto
Obter x = ln% V XS IN2 e 2 pontos
Apresentar o valor pedido (ln% ou —In 3) ................................................... 2 pontos
.................................................................................................................................................. 14 pontos
Determinar T Z1(X) oo e sn e 3 pontos
x—0"
. e+ Inx
Escrever LM S e 1 ponto
x—0" e¥—1
Obter 1M (X)) = = 00 e, 2 pontos
x—0*

Concluir que a reta de equacdo x =0 & assintota vertical ao grafico da
FUNGEOD 1 oot ettt 1 ponto

Justificar a inexisténcia de outras assintotas verticais ao grafico da fungdo /4 ... 1 ponto

Determinar  TiM Z1(X) oot 8 pontos
X —+oo

X
Escrever lim L | B 1 ponto

x—+00 e*¥—1

|4 nx
X

Obter lim ——&—
X —+o0 1_ L

ex

1+ lim 10X

x=+oc0 ¥
1= lim 1
X —+oo gt

Escrever

lim Inx
1+ X—>+o00 X
. X
lim £~
Escrever ’i"—*&’”c ............................................................ 2 pontos

Obter 1M A(X) =1 oo, 2 pontos

X —+00

Concluir que a reta de equagdo y =1 & assintota horizontal ao grafico da
[TV Tz= Lo T/ R 1 ponto
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11.2.

Apresentar a equacao m(t+30)=3m(t)
(ou uma equacao equivalente) (vernotas 1€ 2) ......ccccceeveiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeen,

Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora que
permite(m) resolver a equacdo (vernota 3d) ..........ccccccvviieieiiiiiiiiiiiiieeee e,

Apresentar a abcissa do ponto relevante ...

Apresentar o valor de ¢ na forma pedida (10min 218) ...ccccoovviviiiiieiecnes

Notas:

1. Se a equacado apresentada nao traduzir corretamente o problema, a pontuacéo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se nao for apresentada qualquer equagdo, a pontuagdo a atribuir nesta etapa é
0 pontos. As restantes etapas sdo pontuadas de acordo com o desempenho,
desde que seja inequivoco que correspondem a resolugdo da equagéo que traduz
corretamente o problema.

3. Se néao for apresentado o referencial, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.

1.° Processo

Obter 4n”_1 =4 - D ——

+3 n+3

13 13 >
Obter 0<n+3 =5 [oF=T = N 7
1_5< _L >
Obter 7 <4 n+3<4,para U e
Obter —1<u, <4, paraqualquer 7E€ N ..o,

Concluir que (Uy,) € lIMItA0A ...

2.° Processo

Mostrarque (U;) € MINOTAA ........ccooviiririeiieiiie et
Indicar um minorante, 7 ........cooiiiiiiiie 1 ponto
Justificar que u, > m , paraqualquer n €N ... 5 pontos

Mostrar que (Uy) € MAJOTAA .......oucviurueiririiiieieeeei et
Indicar um majorante, M .......cccoooiiiiiiiiie e 1 ponto
Justificar que u, <M , paraqualquer n€N ... 6 pontos

Concluir que () € IMILA0A ...o.oeiieiceiieeiceeeee e

6 pontos

4 pontos
2 pontos

2 pontos

2 pontos

2 pontos

5 pontos
4 pontos

1 ponto

6 pontos

12 pontos

14 pontos

14 pontos
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13.

3.° Processo

Referir que uma sucesséao convergente é limitada  .........ccocccvviiiiniiii i 6 pontos
CalCUIAr TN 1), ot 6 pontos
. . 4n—1
Escrever limu, = lim == ... 1 ponto
" n+3 P
_1
Escrever lim 472=1 _ |im " (ou equivalente) .............. 3 pontos
+3 1+ 3
n
Obter 1M 14, =4 oo 2 pontos
Referir que (1) € CONVEIgENTE  ........cccvoveveveeiiecieieieeeeecee e 1 ponto
Concluir que (Uy) € IMItA0A ....oooieiieieeeeee e 1 ponto

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.

1.° Processo

Determinar  f7(X) (VEF NOA) .....c.oouiiiiriiiicecicieecieeeee ettt 3 pontos
ESCrever [ (X) =0 oo, 1 ponto
Determinar 0 ZEro A& [ o.iuiuiiieieeeeeee e 3 pontos

Apresentar um quadro de sinal de f’ e de monotonia de f (ou equivalente) .. 4 pontos
Referir QUE [ & CrESCENE ..ot 1 ponto

Concluir que f NE0 teM EXITEMOS  ..ivouiiiiiuee i e 2 pontos

2.° Processo

Determinar /(X)) (VEF MOA) w.o.o.ooovecveieceieicceeeeeeeee e 3 pontos
ESCIEVEr  f(X) =0 oo iiectie e 1 ponto
Determinar o binémio discriminante da equacdo ' (x) =0 ...ccccccoveeeccnnnne, 2 pontos
Referir que /7 tem @penas UM ZEro ...........ccccoovvueurueueieieieieieieeeeeeee e 1 ponto

Reconhecer que o grafico de /' & uma parabola com a concavidade voltada

(1= =10 1 PP EPUPPRRP 1 ponto
Referirque f'(x) =0, paraqualquer x ER ...cocoooiiiiiiieieeceeee 1 ponto
CONCIUIN QUE [ € CrESCENEE  ...uiiieiieieeei ettt 3 pontos
Concluir que f NE0 teM EXITEMOS  .....cviiiiieiiieiieieeee e e 2 pontos

14 pontos
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14.

3.° Processo

Determinar f7(X) (VEF NOA) ........ccccoevveeeieieieeeeeceeeeeeeeeee e 3 pontos
OBEr /(X)) = (X 4 @)2 oo 3 pontos
Referirque f'(x) =0, paraqualquer x € R ....cococoiiieiiiiiiieceeee 3 pontos
CONCIUIN QUE f € CTESCENLE  ...voveeeiieieeicieeete ettt 3 pontos
Concluir que f NAO0 tEM EXITEMOS  .......oooouiiieieiiieieie ettt 2 pontos

Nota — Se for evidente a intengdo de determinar a derivada da fungdo, a pontuagéo
minima a atribuir nesta etapa € 1 ponto.

OBEE OA oo 2 pontos
(O 0] (=] S 72 SRS 2 pontos

Determinar a ordenada do PONtO B .....ooveiiveeieeiecee et 7 pontos

Esta etapa pode ser cumprida por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Escrever uma equac@o dareta ' .vvveeevieieiiie it 3 pontos
Obter a abcissa do Ponto B ....ovevoveeeeeeeeeeee st 3 pontos
Obter a ordenada do ponto B ......cceecvieoeeeceeeeee e 1 ponto
2.° Processo

Escrever a ordenada do ponto B em func&o da respetiva abcissa.. 2 pontos

/3

TXB +1
Escrever V'3 T — (ou equivalente) ........ccoccciiiiiiinen. 2 pontos
B

ODBter X B e 2 pontos
Obter a ordenada do ponto B ......cceecuieeeeieeeeeee e 1 ponto

Escrever uma expressao para a area do triangulo [AOB] ..o, 1 ponto

2 2@)

Obter o valor pedido (ﬁ ou 3

14 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Designemos por a a abcissa do ponto 4 e por b a abcissa do ponto B .

Escrever as coordenadas de A emfuncdode @ .......ccocovvevvecieiieicieieeeee, 1 ponto
Escrever as coordenadas de B em fungZo de b .....cccoeveevevveveicecieieece, 1 ponto
Obter o declive dareta AB emfungdode a ede b ...cccoovevvveeveecieecc, 2 pontos
Obter aequacdo y=(b+a)x +1 (ouequivalente) ..........cmniiniennn. 3 pontos
Obter ab =—1 (OU €QUIVAIENEE) .....cooeiiieie et 3 pontos
Determinar OA * @’ ......................................................................................... 3 pontos
Concluir que o angulo convexo A0B € um angulo reto .........cccceeeveievieiieineneiian 1 ponto

2.° Processo

Designemos por m o declive da reta AB .

Escrever p=mx 4 1 2 pontos
Obter x = mtym-+4 '312_"4 ................................................................................... 3 pontos
Escrever as coordenadas do ponto 4 emfuncdo de M ..c.cccoeeeeeveeceiiceeennnn, 2 pontos
Escrever as coordenadas do ponto B em fungdode M .....ccocooeeiiiiiiiiiiiienn 2 pontos
Determinar 54) : O_B) ......................................................................................... 4 pontos
Concluir que o angulo convexo A0B € um angulo reto ..........cccccceeeveeeeennnne. 1 ponto

COTAGCOES

14 pontos

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 2, 3. 5.1. | 5.2. 6. 8. 9.1. | 9.2. | 11.1.| 11.2. | 15.
obrigatoriamente para a
classificacéo final.

Subtotal

Cotagao (em pontos) 12 12 14 12 14 12 14 14 14 12 14 14

158

Destes 6 itens, contribuem

para a classificacéo final da
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagao.

Subtotal

Cotagéo (em pontos) 3 x 14 pontos

42

TOTAL

200
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A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagéo final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacgdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opgéo escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificagcoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2
a/Tr (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura

Volume de um cone: % X Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %71’)’3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

~ oi rge U+ u
Progressio aritmética: ———" xn
P ~ ST 1—r

rogressao geométrica: u; X =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oind

" SO+ 2km
oel =npe 7 (ke{0,....n—1} e neN)

Prova 635/E. Especial « Pagina 2/ 7

Regras de derivagao

(u+vy=u+
(uv)=uv+uv

’ ’
l)zuv—uv
v

P2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

Inuy = 4
(Inuy = &

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

. L G _

hm<l+ n) =e¢ (neN)
lim SEOL — |

x—0 X



*

. NaFigura 1, esta representado, em referencial o.n. Oxyz , o prisma hexagonal reto [ABCDEFGHIJKL],

cujas bases sdo hexagonos regulares.

Sabe-se que:

e os vértices 4 e B pertencem ao semieixo positvo Ox , e o
vértice F' pertence ao semieixo positivo Oy ;

e oplano BCJ é definido pela equagdo 3x — ﬁy -6=0;

e 0 centro do prisma, ponto equidistante de todos os seus vértices, é

0 ponto M(%, %, 2) .

- == —|——— Q

i
!
i

1]

I

|

[GHIJKL] ?

a

1.1. Qual das seguintes equacdes define o plano que contém a face }\
X

(A) z=2 (B) z=4 Figura 1

(D) x=%

4
C) x=—
(C) 3
1.2. Determine, sem recorrer a calculadora, uma equagéo cartesiana do plano LEF .

Apresente a equagéo na forma ax+ by +cz+d =0, emque a, b, ¢ e d sdo nimeros reais.

. Na Figura 2, esta representado uitriéngulo, [ABC] , inscrito numa B

semicircunferéncia de didmetro AC =4 .

Seja @ a amplitude do angulo CAB .

(44
Mostre que a area da regido sombreada na figura é dada, em funcéo A C

de a, por 4

Figura 2
27 —4sen (2a)

. Considere todos os numeros naturais de cinco algarismos diferentes que se podem formar com os

algarismosde 0 a 5.

Destes numeros, quantos tém o algarismo das unidades iguala 5 ?

(A) 625 (B) 256 () 128 (D) 96
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% 4. Uma empresatem 60 funcionarios. Todos trabalham cinco dias por semana, mas fazem-no em regimes
diferentes, como a seguir se descreve:

e 40% trabalham todos os dias em regime presencial;

e 25% trabalham todos os dias a distancia;

e 0s restantes trabalham dois dias em regime presencial e trés dias a distancia.
Selecionam-se, ao acaso, quatro funcionarios dessa empresa.

A expressdo seguinte permite determinar a probabilidade de serem selecionados, no maximo, trés
funcionarios que trabalham em regime presencial, pelo menos, dois dias por semana.

60C4 _ 45 C4
60C4

Explique esta expressao no contexto descrito.

Na sua resposta:
— enuncie a regra de Laplace;
— expliqgue o numero de casos possiveis;

— explique o numero de casos favoraveis.

5. Seja (), conjunto finito, o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatéria.
Sejam A e B dois acontecimentos independentes (4CQ e BCQ), com P(A4)#0 .
Mostre que P(B)+ P(4)x (1— P(B|A))=P(4)+ P(B)x P(4) .

% 6. Seja k um numero natural.

n
Qual ¢ o limite da sucessao (u,) definida por u,,=<nj;—k) ?
A) 1 (B) +o0 (C) e* (D) e*

ng .

7. De uma progress&o aritmética, (v,), sabe-se que v3;=1 e v = )

Averigue, sem recorrer & calculadora, se —50 é termo da progressdo (V) .
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% 8. Em C, conjunto dos ntimeros complexos, considere o nimero complexo z = e e’ .

Seja P o afixo de z no plano complexo.

Em qual das opgdes seguintes pode estar representado, no plano complexo, o ponto P ?

(A) Im(2)
P \
0/6 Re()
(€) Im(z) A
F TN _
0L/ Re@)

(B)

(D)

Im(z) |

¢ Re(2)

N
%

Im(z)A

1 Re(z)

o\
|/

PR

9. Em C , conjunto dos nimeros complexos, considere os nimeros complexos z; e z,, dados por:

e =1+ xQ+i)+i’;

e zp=senf+icosf, com 0 €[0,2x] .

Determine, sem recorrer & calculadora, o valor de € talque z X z; =3+2i .

% 10. Seja f afungéo, de dominio R , definida por

f(x)=

Averigue, sem recorrer a calculadora, se a fungdo f é continuaem x=0 .
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11. Seja g afungao, de dominio R , definida por g(x)=1In(1+e*)—x.

Resolva os itens 11.1. e 11.2. sem recorrer a calculadora.

% 11.1. O grafico de g tem uma assintota obliqua, quando x tende para —oo , e tem uma assintota
horizontal, quando x tende para +oo .

Determine uma equacgao de cada uma dessas assintotas.

11.2. Num referencial o.n. Oxy , seja r a reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 0 .
Sejam A e B os pontos de intersecgéo da reta » com os eixos coordenados.

Mostre que a area do triangulo [OA4B] éiguala (In 2)2 :

12. Na Figura 3, estdo representadas, em referencial o.n. Oxy , parte do Y
grafico de uma fungdo, /1, eumareta, s .
Sabe-se que: S B
e afuncdo %, de dominio R, é definida por A(x)=x2;
e areta s tem declive positivo, m , e intersecta o grafico da fungao # h
nos pontos 4 e B; AY--h1
e oponto A4 tem coordenadas (—1,1). / '1 N
— X
% 12.1. Qual das expressbes seguintes representa a ordenada na origem Figura 3
dareta s?
(A) m+1 (B) m+2
2 2
(€) (m+1) (D) (m+2)

% 12.2. Sabe-se que as coordenadas do ponto B s&o da forma (m +1, (m +1)?) .
Considere o ponto C, projegéo ortogonal do ponto B sobre o eixo Oy .

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o valor de m para o qual a area
do triangulo [ABC] éiguala 4, sabendo-se que existe e é Unico.

Apresente o valor de m arredondado as centésimas.

N&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equagao que lhe permita obter o valor de m ;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(bes) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver a equacgao e apresente a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondada(s) as milésimas.

Prova 635/E. Especial « Pagina 6/ 7



_ ,3x
% 13. Seja g uma fungdo, de dominio R*, cuja derivada, de dominio R™, & definida por g'(x):%

Estude, sem recorrer a calculadora, a fungdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e
quanto a existéncia de pontos de inflex&o.

Na sua resposta, apresente:
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem concavidade voltada para baixo;
— of(s) intervalo(s) em que o gréfico de g tem concavidade voltada para cima;

— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de g .

14. Determine, sem recorrer a calculadora, o conjunto dos numeros reais que sao solugado da equagao

% log, (9x +1) =log, (6x)

% 15. Seja k um numero real positivo.
Considere a fungao f, de dominio |0, + o[ , definida por f(x)=+vkx —In(kx) .

Determine, sem recorrer a calculadora, o contradominio da fungdo f.

FIM

COTAGOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 11. | 1.2. 3. 4. 6. 8. 10. | 11.1. | 121. [ 12.2. | 13. 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificacao final.

Cotagéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificagéo final da

. . 2. 5. 7. 9. 11.2. 14. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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Exame final nacional de Matemética A (2022, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

1.1. Como o vértice A pertence ao semieixo positivo Oz e o vértice F' pertence ao semieixo positivo Oy,
entdao a base [ABCDEF] do prisma pertence ao plano zOy.
Como o prisma hexagonal [ABCDEFGHIJKL] é reto, a base [GHIJK L] é paralela ao plano 2Oy,
o seja o plano que contem esta face é definido por uma equagao da forma z =k, k € R

Como o ponto M, equidistante de ambas as bases tem de cota 2, entao a altura do prima é 2 x 2 = 4,
ou seja, a equagao do plano que contém a face [GHIJKL] é z =4

Resposta: Opcao B



1.2. Como as bases do prisma sdo hexagonos regulares, as faces laterais opostas sao
paralelas, pelo que os planos BCJ e LEF sao paralelos, ou seja os respetivos

vetores normais sao colineares. TU
Observando a equagao que define o plano BCJ podemos verificar que um .
vetor normal deste plano (e também do plano LEF 6U = (3, —+/3,0), pelo que Tu

o plano LEF é da forma
3¢t —V3y+d=0

Como o ponto B tem ordenada e cota nulas e pertence ao plano BC'J, determinamos a sua abcissa,
g, substituindo as coordenas conhecidas na equacao do plano:

6
3x3—\/§x0—6:0<:>3x3—0:6<:>x13=§ & =2

Como o ponto M é o centro do prisma, também é o ponto médio do segmento [BL], e assim, temos que:
L=M+BM

. —_—
Determinando as coordenadas do vetor BM, temos:

— 4 23 4 623 v A L
BM=M-B= — 200 =[2-22Y25) = I .
<3 3 7) ( 7070) (3 37 3 a) | /:
(225, s
AN 1
Pelo que as coordenadas do ponto L sao: : O :
'541:_ apps s ~‘~E_) y
42 2 2 2 4 BX
poma B (4285) 4 (L2238, _(248))  BY—
373 373 33 "

Como o ponto L pertence ao plano LEF', substituindo as coordenadas na equagao anteriormente
identificada, podemos determinar o valor do parametro d:

3X = — +d=0&2-44+d=0& -24+d=0& d=2

2
2 4 4 3

Assim, uma equacao do plano uma equacgao cartesiana do plano LEF, na forma indicada, é:

3z —V3y+0z4+2=0
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2. Como qualquer triangulo inscrito numa semicircunferéncia é retangulo, temos
que a medida da hipotenusa do triangulo é AC' = 4, e recorrendo as defini¢oes
de seno e cosseno, para determinar as medidas da base (BC) e da altura

(AB), vem: B
BC BC —
sena = — < sena = —— < BC =4sena Q@
AC 4 A C
L L 4
B __
cosa=— & cosa=—— & AB =4cosa
AC 4
: : N . = 4 .
Como o raio da circunferéncia é metade do respetivo diametro, r = —5 =35 2, temos que a area da
regiao é a diferenca da area do semicirculo e da area do triangulo:
A, 2 BCx AB 2)2  4s X 4 cos 4
A:7—A[ABC]:%— > :W(; — 5enoz2 COba:g—E%senacosa:

=21 — 4 X 2senacos a = 21 — 4 sen (2a)

3. Como o nimero deve ter 5 algarismos diferentes como os 6 algarismos de 0 a 5, e o algarismo das unidades
deve ser 5, existe apenas uma alternativa para o algarismo das unidades.

Como o algarismo das dezenas de milhar ndo pode ser zero, nem 5 (que é o algarismo das unidades),
existem 4 alternativas para este algarismo.

Para o terceiro algarismo escolhido, por exemplo o dos milhares, voltam a existir 4 alternativas, porque o
zero ja pode ser considerado nesta posicao, e para as restantes duas posicoes existem, respetivamente 3 e
2 alternativas.

Assim, a quantidade de nimeros que existem nas condigoes descritas, é:
4x4x3x2x1=96

Resposta: Opgao D

4. Determinando a probabilidade com recurso a regra de LaPlace, calculamos o quociente do numero de
casos favoraveis pelo nimero de casos possiveis, sendo os casos possiveis equiprovaveis.

Como a empresa tem 60 funciondrios, o nimero de grupos de 4 funcionérios que podem ser formados, sem
sequéncia ou hierarquia, ou seja, o ntimero de casos possiveis é 60Cy.

O ntmero de funciondrios que trabalham em regime presencial corresponde a 75% do total de traba-
lhadores (sendo excluidos os 25% que trabalham exclusivamente a distdncia), ou seja 0,75 x 60 = 45 .
Como se pretende calcular a probabilidade de serem selecionados, no méximo, trés funcionarios que tra-
balham em regime presencial, podemos calcular o niimero de casos favoraveis pela diferenca de todos os
grupos que se podem constituir e o numero de grupos que é constituido exclusivamente pelos funcionarios
que trabalham em regime presencial, ou seja °Cy —%° C;.

Assim, recorrendo a regra de LaPlace, a probabilidade de serem selecionados, no méximo, trés funcionarios
60C, 45 C,
4 — 4

que trabalham em regime presencial, pelo menos, dois dias por semana, é: 00
4

©
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5. Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que

P(AN B) = P(A) x P(B)

Assim,

P(B)+ P(4) x (1- P(B|4)) = P(B) + P(4) x (1 _ Pf(g;l)) -
= P(B)+P(A) - P(BNA)
= P(B)+ P(A) — P(A) x P(B) )
= P(A)+ P(B) - P(A) x P(B)
= P(4)+P(B)(1- P(4))
= P(A)+ P(B) x P (4) 3)

(1) Definigao de probabilidade condicionada
(2) Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
(3) Teorema: P (X) =1— P(X)

Logo P(B) + P(A) x (1 — P(B|A)) = P(A) + P(B) x P (A) g.e.d.

6. Usando a definicao do niimero e, temos que:

limun:lim(n+k> zlim(n—f—k) :lim(l—i—k) =k
n n o n n

Resposta: Opgao C

7. De acordo com a enunciado, e com a defini¢cao de progressao aritmética, temos que:

eu3s=1vl+2r=1 v,=1-2r

e vig=v1+9r=1-2r+9r=14+T7r

e vg=v1+8 =1—-2r+8r=1+6r
Desta forma, vem que a razao é:

5 5 5 30r 30r 5 2r 1
= 1+7r=2(1+6 1+7r=14+2" o202 1o T2
V10 4v9<:> + Tr 4(+r)<:> + Tr 4+4 & Tr i i o T=7

1
& —27“21@7“2—5

1
E o primeiro termo é: v1:1—2r:1—2<—2):1—|—1:2

Assim o termo geral da sucessdo é: v, =2 — §(n -1)
Desta forma, resolvendo a equacao v,, = —50, vem:
1 n 1 n 1 n 105
Up 50 & 2(n ) 50 < 2+2 50 € —3 5 5 & =5 5

1
<=>n=2><% < n =105

Como a solugao da equagdo é um ndmero natural, entdo —50 é o termo de ordem 105 da sucess@o (vy,),
ou seja, v195 = —50
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8. Como z = ee’®, temos que:

e |z| = e, pelo que o afixo de z é um ponto pertencente & circunferéncia de centro na origem e raio e

T
e Arg(z) = e, como e = 2,7 temos que 3 < Arg(z) < =, pelo que o afixo de z é um ponto do 2.°

quadrante.

Resposta: Opgao A

9. Simplificando a expressao de z;, como i’ = 4T3 =43 = —{ temos que:

=1+ x(2+)+i"=1+2+i%)x(2+4)—i=2ix (2+14) —1i

=(1+2—1)x (24+4)—i=2i(2+4) —i=4i+ 2> —i =3 +2(-1)

Assim, podemos determinar o valor de zo:

Xy B4l s gy ST 342 B42A)(2-30) 0 6946
B T o 2T 243 T (—2430)(-2-30) 7 (—2)2—(3i)2
oo SOSIBSGCN) o eweam W
P 4-9(-1)? 2T 4y ST 2

Logo temos que:

243

2o =senf +icosf < senf +icosf = —i < senf +icosf =0—i

Ou seja senf =0 A cosf = —1, peloque =«

10. Para averiguar se a fungao f é continua em x = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(x)

x—0
3
0)=-
. . 3z 3(0) 0 -
° chli%f(l‘) = ilg})esx 1T SO 1 S0 -1_0 (Indeterminagéio)
. . 3z . 1 . 1 . 1
allg%)f(m) - il—r{%)em” -1 il_r)r}) et —1 il_r% (€3 — 1) x % o allg%) (€5 — 1) x
3w 3z x 2 5z
(considerando y = 5z, temos que se x — 0, entdo y — 0)
. 1 B 1 N 1 1
- Y _ 5 7 Y _ 5 -1 5 )
y=0 & lim w hn})e X lir%g 1x 3
y y—0 Y y— Yy y—

Lim. Notavel

Como f(0) = lirrbf(x), entdo a funcdo f é continua em z =0 .
z—
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11.

11.1. Determinando a equagao da assintota horizontal do gréafico de g, quando = — +00, temos:

lim g(z) = lim (In(1+e®) —2) =In(1+e">) — 0o = +00 — 0o (Indeterminagio)

T—+00 r—400
lim g(z)= lim (In(l1+e")—z)= lim (In(l+e")—Ine”)= lim In L
r——+00 T—+00 oo s e
= i 1 ! il li | 1—|—1 = 1 +1)=In(0+1)=Inl1=0
sam nlZte) = m G =In{ — =ln —Inl=

Logo a reta definida por y = 0 é uma assintota do gréafico de g, quando z — +o0

Determinando o declive da assintota obliqua do grafico de g, quando x — —oco, temos:

lim g(x) ~ lim In(l1+e*) —x lim (ln(l—l—e) x)

m = _— pry _— pry
r——00 I xr——00 98 T—r—00 T X
In(1 v In(1 T In(1 + +
— Hm (M_l):M_lzm_lzo__l:o—_1:_1
T—r—00 x —0Q —0o0 —0o0

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (g(z) — ma) = $l'}r_noo(ln(l +e)—z—(-1)z) = lim (In(l+€*)—z+z)=

T—~ 00 T——00

= lim In1+e*)=In(1+e*°)=In(1+0)=Inl=0
T——00

Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do gréfico de g, quando z — —o0, é:

y=—-1lxz+0 & y=—2x
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11.2. Determinando a expressao da fungao derivada, temos:

(1+e") ()" + ()

g’(x):(g(x))/:(ln(l—kem)—x)/:(ln(l—l—ex))/—(x)': e —il= e —1=
_0+e® _ e
_1+e””_ _1+em_

O declive da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa 0, é dado por:

g 1 1 1
=% - =l _1=_=
1+e€0 1+1 2 2

m = ¢'(0)
Determinando a ordenada do ponto do gréfico de abcissa 0, temos:
g(0)=In(1+e’) —0=1In(1+1)=1n2

Como o ponto de abcissa 0, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste
ponto e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

1
1n2=—§><0+b = 1n2:b
Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 0, é:
1 x
y=-3 xz+In2 & y:f§+ln2

Assim, as coordenadas do pontos A e B, sdo:

e A(0,In2) porque g(0) =1In2

e B(2In2,0) porque 0 = fg +In2 & g =ln2 & x=2In2
E assim, a drea do tridngulo [OAB] é:

OA x OB ~ In2x2mln2 2(In2)?
2 - 2 2

AjoaB) = = (In2)?

12.

12.1. Considerando o ponto P como o ponto de intersecao da reta s com o eixo Oy temos que as respetivas
coordenadas sao P(0,b), sendo b para calcular a ordenada na origem da reta s.

Assim, temos que o declive da reta s, é:

- ~1 -1

M ep—za 0-(-1) 1

Como m = b — 1, temos que:
m=b—1& b=m+1

Resposta: Opgao A
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12.2. Como o ponto C' é projecao ortogonal do ponto B sobre o eixo Oy,
as coordenadas do ponto C sdo (0,(m + 1)), e o valor de m para o
qual a drea do triangulo [ABC] é igual a 4 , é a solugao da equagao:

zp X (yB —ya)
2
(m+1)x ((m+1)2-1)
2
s m+1)P3—(m+1)=8

A[ABC]:4<:> =4 &

=4 &

Desta forma, visualizando na calculadora grafica os graficos das
fungoes f(z) = (x +1)3 — (z + 1) e g(x) = 8, numa janela que
permita a visualizagdo da intersecao dos dois graficos, reprodu-
zido na figura ao lado, e usando a funcionalidade da calculadora
para determinar valores aproximados das coordenadas do ponto
de intersecao de dois graficos, obtemos o valor aproximado (as
centésimas) das coordenadas do ponto de intersecao, cuja abcissa
é o valor de m pretendido:

(1,175 8)

Assim, o valor arredondado as centésimas de m para o qual a area
do triangulo [ABC] é igual a 4, é 1,17.

@mat.absolummeme.net
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13. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comecamos por
determinar a expressao da segunda derivada:

(1-3e*")(z) — (x—€**) =z —32e> —z+e3®  —32e3 +e3*  3(-3z+1)

x 2

Determinando os zeros da segunda derivada, vem:

e3®(=3z +1)

Jd'"(z)=0 & 5 =0 &7(-3rx+1)=0A 2240 &
——

PV,z>0

T

1
& £7=0 V-3+l=0&1=3zr& -=2
W—/ 3
Cond. impossivel
Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de
g, vem:

x 0 % +00
e3® n.d. + + +
—3x+1 | nd. + 0 —
x? n.d. + + +
g’ n.d. + 0 —

Logo, podemos concluir que o grafico de g:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%, + oo[
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]0,%]
e tem um unico ponto de inflexao, cuja abcissa é x = % .

14. As solugoes da equagao pertencem ao conjunto {xr € R: 92+ 1 >0 A 6z > 0}

1
Como 9z > -1 A 62 >0 & z > ) ANz>0 < x>0, temos que = € ]0,+ oo[, e resolvendo a

equacao, vem que:

1
5 logy (97 + 1) = logy(62) < logy (97 + 1) = 2log,(62) < logy (97 + 1) = log,(62)* < 9z +1 = (62)* <

—9= VP 4361

S 95 4+1=3622 & —362°+92+1=0 & 2=

2 x (—36)
x:7_9+15 V x:7—9—15 =14 xz—i V .2321
—72 —72 12 3
Assim, como = > 0, z = —%2 nao é solucao da equacgao, pelo que o conjunto dos nimeros reais que sao

. - 1
solugao da equagao, é: 3

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2022

10/10

15. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f, para estudar a monotonia da fungao e
a existéncia de extremos:

!
f'(z) = (Vkz —n(kz)) = (Vkz) — (In(kz)) = ((kz)?) - (k) _ % x (kz)'~2 x (kz) — kﬁ =
x 7
1 1 k 1 1 k k k k2x — 2kvkz
=-xkr) Ixk—-—=-X—=Xk-—=—=—-"—=——"— " =
2 kx 2 \kx kx  2vEkx kx 2kxvkx
B k(km = 2\//4:33) _ kx —2Vkx
k x 2zxvVkx k#£0  2zxvVkzx
Calculando os zeros da derivada da fungao f, temos:
kx —2Vk
Fla)=0e 2"V _ 0o ke—2Vkz=0A  20Vka £0 &
2x/ kx N————
Cond. universal para >0
2 2 2 (ka)? 4
& kz=2Vkr = (kz)° = (2Vka)” & (kz)® =4dkz & p :4k:7éokx=4 S z=7

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcdo, vem:

x 0 % +00
kv —2vkr | nd. | - 0 -
20vVkx n.d. + + +
1 n.d. — 0 I
f nd. | ™~ | min | —

. . ~ .. 4 a
Assim, podemos concluir que a funcao f tem um minimo absoluto em x = z porque é decrescente no

4 4
intervalo }O’k [ e crescente no intervalo ] % + oo {

4 4 4
f(k> —,/k:xkln(kxk) =V4-In4=2-In4

Como a funcao é continua, porque é o produto, a diferenca e a composicao de fungoes continuas, e

O valor do minimo é:

lim f(z) = lim (\/ﬁ_ In(kz)) = Vk x 0t —In(k x 0%) = V0 —In(0") = 0 — (—00) = 400

z—0t z—0t

entao o contradominio de f é
D =[2—1n4, + oo
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELEGCAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, a transcricdo do texto da opgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUGAO

Nos itens de construgao, os critérios de classificagdo apresentam-se organizados por niveis de desempenho
ou por etapas. A cada nivel de desempenho e a cada etapa corresponde uma dada pontuagéo.

A classificagao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por niveis de desempenho
resulta da pontuagao do nivel de desempenho em que forem enquadradas e da aplicacdo dos critérios de
desvalorizagao definidos para situagbes especificas.

A classificacao das respostas aos itens cujos critérios se apresentam organizados por etapas resulta da soma
das pontuagbes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagédo dos critérios de desvalorizagao definidos
para situagdes especificas.

Nas respostas classificadas por niveis de desempenho, se permanecerem duvidas quanto ao nivel a atribuir,
deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta que nao
atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam a produgao de um texto tem em conta a organizagao
dos conteudos e a utilizacdo adequada do vocabulario especifico da Matematica.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da funcéo ou dos graficos das fungdes
visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as

respostas aos itens de construgdo que envolvam calculos ou justificagdes.

Situagao

Classificagao

1. Utilizagdo de processos de resolugdo que nao estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolucéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugédo
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolucdo que néao
respeitem as instru¢des dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo nao é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam séo pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacdo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

A resposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentacdo de calculos ou de
justificagbes necessarios a resolugdo de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacéo explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificagdes.

Se a resolugdo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta € pontuada com
a pontuagéo prevista.

Caso contrario, a etapa é pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que nao
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.
Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item &
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuacéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagcao.

7. Transcrigdo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugéo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuacao prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagao

Classificagao

. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na

resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto a pontuacdo da etapa em que o erro
ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de

conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugéo
de uma etapa.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuagéao prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com os
efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10.

Resolugéo incompleta de uma etapa.

Se a resolugao da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagdo da etapa; caso contrario, a
pontuagdo maxima a atribuir é a parte inteira de metade da
pontuagéo prevista.

1.

Apresentacdao de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentagao de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12.

Apresentagdo do resultado final que néo respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fracdo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto & pontuac&o da etapa correspondente
a apresentacao do resultado final.

13.

Utilizagado de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagédo do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacéo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14.

Utilizagao de valores aproximados numa etapa quando
deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
é a parte inteira de metade da pontuagéao prevista.

15.

Apresentagdo do resultado final com um numero de
casas decimais diferente do solicitado, ou apresentacao
do resultado final incorretamente arredondado.

E subtraido um ponto & pontuag&o da etapa correspondente
a apresentacao do resultado final.

16.

Omisséo da unidade de medida na apresentagéo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentagcdo do resultado final é
pontuada com a pontuagéo prevista.

17.

Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a caracterizagao
do desempenho, a classificagédo a atribuir a resposta nao
€ desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagdo
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagbes atribuidas, salvo se houver indicagdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18.

Utilizagéo de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolugdo que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugdo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas s&o pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificacao; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuagao prevista.
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1.2,

CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo
Reconhecer que o plano LEF ¢é paralelo ao plano BCJ .......ccccooveeveeevennnn. 1 ponto

Reconhecer que o vetor de coordenadas (3,—5,0) é normal ao

[o1F=T o Lo T A 3 SR 1 ponto
Reconhecer que L =B+ P 2 pontos
Reconhecer que o ponto B tem ordenada e cota nulas .........cc.ccccoeeveevveennennee. 1 ponto
Determinar a abcissa do PONtO B ......ooueiiieie e 2 pontos
Determinar as coordenadas do PONtO L .......cccceveiiiieiiiiie i 2 pontos
Escrever 3x — x/?y Fd =0 e 2 pontos
Escrever 3X§—x/§x4‘§§ Fd =0 e 1 ponto
(0] o1 L R IRV 7=1 o) e L= X7 AR 1 ponto

Escrever uma equagdo do plano na forma pedida (3x— \/gy +2=0
Lo U Yo {1V [T o | (=) PR STRR 1 ponto

2.° Processo
Seja P a projecgéo ortogonal do ponto M no plano xOy .

Reconhecer que o plano LEF é paralelo ao plano BCJ ......cccccevveeeivecinn, 1 ponto

Reconhecer que o vetor de coordenadas (3,—@,0) € normal ao

PIANO LEF ..o 1 ponto
Reconhecerque £ =P + P ] 2 pontos
Reconhecer que o ponto B tem ordenada e cotanulas ............ccccceeeeieeeennnn. 1 ponto
Determinar a abcissa do pONto B .......ooouiiiuiieiiece e 2 pontos
Determinar as coordenadas do PONt0 E .......cceccveeieiieiiiiie e 2 pontos
Escrever 3x — x/gy F A =0 2 pontos
Escrever 3x§—\/§x4§§ Fd =0 e 1 ponto
(0] o L R IRV Z=1 o) e L= X7 AR 1 ponto

Escrever uma equagdo do plano na forma pedida (3x— x/gy +2=0
Lo T =To 011V 2= =T o] (=) SRR 1 ponto

12 pontos

14 pontos
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© e EEeeeeeeeeeeeeeeeeeessesseseeeeseeeeeeeesesssstssesesseeeseeeeeesessttsseeeeteeeeeeiaaannnttttetttetteeeeaeaaaaaantrreeaaaeaaeeeaeaaaannes 14 pontos

Topicos de resposta

Reconhecer que 0 AnguIo ABC €10 ....oovecuiieeiiieeceeceeeeeeee e 1 ponto
Reconhecer que A[4pc]= @ ................................................................ 1 ponto
Reconhecer que cos a = ? ............................................................................. 2 pontos
OBLEN AB =4 COS 0 oo, 1 ponto
Reconhecer que sen a = ? ............................................................................. 2 pontos
OBLEr BC = 4 SEIL @ oot 1 ponto
Escrever Al pc]= 4cosa >2< e 1 ponto
Obter A[4pc]=8SEN QW COS @ i 1 ponto
Obter A[4pc]=4SEN (20) oo 2 pontos
Obter a area do SemICIrCUIO (277) cvovveeeeeeeeeeeeeeeee e, 1 ponto
ConClUir 0 PretenNdidO  .....eeiie e 1 ponto
© ettt eeeeeeededesssseeeeeseeeeeeeeeeeeeeeeessssssssssssssssssssssssssisiseieseeeeeeeeeteteeeteeeettettnt.t.———————————a 12 pontos
Opcao (D)
t oo eeeeeeeeeeeeeeeeetssssssssssseeeeeeeeseeeeeeeeeeesesesessssssssstsssssssnnnniniaiaeieeeeeeeeetttttettttrtent.tn.—.———————————aaaaaaaaaaes 14 pontos

A) Enunciado da regra de Laplace: quando os casos possiveis sdo equiprovaveis, a probabilidade de
um acontecimento é igual ao quociente entre o nimero de casos favoraveis a esse acontecimento e o
numero de casos possiveis.

B) Explicacdao do nimero de casos possiveis: € o numero de conjuntos de quatro funcionarios que é
possivel formar.

C) Explicagao do numero de casos favoraveis: selecionar, ao acaso, no maximo, trés funcionarios que
trabalham em regime presencial, pelo menos, dois dias por semana é o contrario de selecionar, ao
acaso, quatro funcionarios que trabalham em regime presencial, pelo menos, dois dias por semana;
assim, o numero de casos favoraveis € igual a diferenga entre o nimero de casos possiveis e o nimero
de conjuntos de quatro funcionarios que é possivel formar, selecionados de entre os 45 (75% de 60)
que trabalham em regime presencial, pelo menos, dois dias por semana.

Niveis Descritores de desempenho Pontuacgao

6 Na resposta, sdo contemplados os trés tépicos, com utilizagdo adequada do vocabulario 14
especifico da Matematica.

5 Na resposta, sdo contemplados os trés tépicos, com falhas na utilizagdo do vocabulario 13
especifico da Matematica.

4 Na resposta, sdo contemplados apenas dois topicos, com utilizagdo adequada do 9
vocabulario especifico da Matematica.

3 Na resposta, sdo contemplados apenas dois tépicos, com falhas na utilizagdo do 8
vocabulario especifico da Matematica.

2 Na resposta, € contemplado apenas um tépico, com utilizagdo adequada do vocabulario 4
especifico da Matematica.

1 Na resposta, € contemplado apenas um tépico, com falhas na utilizagdo do vocabulario 3

especifico da Matematica.
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Utilizar a formula da probabilidade condicionada ............cccccveeeiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeen 4 pontos
Utilizar a igualdade P(AN B)=P(A) X P(B) oo, 3 pontos
Aplicar a propriedade da probabilidade do acontecimento contrario ..................... 3 pontos
Concluir que a igualdade € verdadeira .........cccceeveiieeiiiiiieeee e 4 pontos

2.° Processo

Utilizar aigualdade P(B|A)=P(B) oo, 7 pontos
Aplicar a propriedade da probabilidade do acontecimento contrario ..................... 3 pontos
Concluir que a igualdade € verdadeira ..........cccoceeeiiiiiie i 4 pontos
Opgéo (C)

Nota prévia — Se for considerada uma progressdo geomeétrica, em vez de uma progressao
aritmética, a classificagéo a atribuir a resposta é 0 pontos.

Seja r arazdo da progressao aritmética (v,) .

Reconhecer QUE Vg = V5 + T7 oot 2 pontos
RECONNECEr QUE Vg = V3 + OF oo 2 pontos
Obter v, +7r = %(1@ +67) (OU €QUIVAIENTE) ..., 2 pontos
Obter r = —% ....................................................................................................... 1 ponto
Obter v, = S Ln .............................................................................................. 3 pontos
202

Escrever % — %n =—50 (ou equivalente) ..........ccceveeviiieiiee e 2 pontos
Obter =105 i 1 ponto
Concluir que —50 & termo da progressao (V,) ...ocooeevoeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeen. 1 ponto
Opcéo (A)

14 pontos

12 pontos

14 pontos

12 pontos
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SUDBSHUIT 17 POF 1 oottt 1 ponto

OBET (14 )% = 21 oo s s s e ee s senee 1 ponto

ODBEEI Z) = =2 4 30 oot 2 pontos

Escrever z, = 3 ZZi (OU eqUIValENtE) ....oeiiiiiiiee e 2 pontos
1

OB T Z) = 1 e 3 pontos

Obter 0 valor pedido (77) .oococuviiieieiie e 5 pontos

Esta etapa pode ser cumprida por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Escrever sen@ =0 A cos @ =—1 (ou equivalente) .................... 3 pontos
CONCIUIF QUE 0 =TT oo 2 pontos
2.° Processo
il Z-0
Reconhecer que z,=¢ <2 > ........................................................ 2 pontos
Reconhecer que z, = ei<7) .......................................................... 1 ponto
CONCIUIF QUE 0 = T oo, 2 pontos
. 3x Sv o\
Reconhecer que lim —(—=— = ( M S——) 2 pontos
x—0 g% _1 x—0 3x
Escrever li e -1 =2 x i e -1 2 pontos
lim = 3 XM S =
. Sx _ . y
Escrever S x lim € L _ 3 x lim € L e 2 pontos
3 x—0 Sx y=5r 3 y—0 y
Escrever S x lim € e e 2 pontos
3 y=-0 Yy 3
. 3x 3
Escrever LM —o00— = S e 1 ponto
x—0 3% _ 1 5 P
Referir que f(0) = % ........................................................................................ 2 pontos
Reconhecer que lin%) f()= % ........................................................................ 1 ponto
X —
Concluir que a fungdo f é continuaem X =0 .....cccornrrnnnirirreeeees 2 pontos

14 pontos

14 pontos

Prova 635/E. Especial | CC ¢ Pagina 7/ 11



Determinar uma equacao da assintota obliqua ..........cccccciiiiiiiii 8 pontos
x) _

Escrever lim 8 _ lim M ...................... 1 ponto

X——o0 X X —>—00 X
X\ _ X

Escrever lim M = lim (M — 1) ... 1 ponto

X ——00 X X —>—00 X
X X

Escrever lim (M - 1) = lim M -1 1 ponto

X ——00 X X ——00 X
X
Determinar  lim M .................................................. 1 ponto
X —>—00
Obter lim g _ e LT 1 ponto
X——o0 X

Escrever lim (g(x)+x)= lim (In(1+e¥)—x+x) - 1 ponto
X —=>—00 X —>—00

Obter 1M ((X) 4 X) =0 oo 1 ponto

X ——00
Concluir que uma equagéao da assintota obliquaé y=—-x ..... 1 ponto
Determinar uma equacéao da assintota horizontal .....................ccciinnne. 6 pontos

Escrever lim g(x)= lm (In(14e%)—x) e 1 ponto

X —+o0 X —+00

Escrever lirJlrl (In(1+e*)—x)= liIP (In(1+e*)—Ine¥).. 1ponto
X —+00 X —+00

. T 1+e*
Escrever lim (In(1+e*)—1Ine*)= lim (In .. 1ponto

X —>+00 X —+00 e”
) x ) 1
Escrever lim <ln<1+xe >> = lim (ln <—x + 1)) ........... 1 ponto
X —>+oo e X —>+o0 e
Obter 1M g(x) =0 oo 1 ponto
X —+o00

Concluir que uma equacéo da assintota horizontalé y =0 ... 1 ponto

Identificar o declive da reta » com g'(O) ....................................................... 2 pontos
Determinar g'(0) (VEr NOta) .........ccoooovovecvieeeeeeeeeceeeeeeeeeeee e 5 pontos
Obter uma expressao de €' (X) oo 3 pontos
OBl G'(0) oo 2 pontos
Calcular G(0) oo, 1 ponto
Escrever a equacgdo reduzidadareta 7 ......ccccooviiiiiieiiii 2 pontos
OBLEr OA € OB oo, 2 pontos
Concluir 0 PretendidO ... 2 pontos

Nota — Se for evidente a intencdo de determinar a derivada da fungédo g, a pontuacdo
minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

14 pontos

14 pontos
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12.2.

Reconhecer que as coordenadas do ponto C s&o ((), (m + 1)2) .................
Reconhecer que a altura do triangulo [4BC] relativaa [BC] & (m+1)*—1..
(m+1)((m+1)>=1)

Apresentar a equacgao =4 (ou uma equagdo

equivalente) (Ver notas 1 € 2) ........coooiiiiiiiiiii e

Reproduzir o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora que
permite(m) resolver a equagao (ver nota 3) .........ccccccviiieeieeeeeiiiiieeeee e

Apresentar a abcissa do ponto relevante ............ooovviiiiiiiiiiiiiie

Apresentar o valor de m na forma pedida (1,17) .ocoooooovoeeieeeeeeeeee

Notas:

1. Se a equagao apresentada nao traduzir corretamente o problema, a pontuagéo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se néo for apresentada qualquer equagéo, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é
0 pontos. As restantes etapas sédo pontuadas de acordo com o desempenho,
desde que seja inequivoco que correspondem a resolugéo da equacgéo que traduz
corretamente o problema.

3. Se nédo for apresentado o referencial, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.

Determinar g"(X) (VEFr MOt 1) .....cccocoiiviiiriiiicieieieieie s

Determinar 0 Zero de @ ..ovivieieiiceeiee e
Escrever @"(X) =0 s 1 ponto
Obter 0 zero de @ .ooviiiceeieieeeee e 3 pontos

Apresentar um quadro de sinal de g” e de sentido da concavidade do grafico
de g (0U equUIValENE) ...

Referir que o grafico de g tem concavidade voltada para cima em ]O, ;—]

(VEF NOTA 2) ..ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e raees

Referir que o grafico de g tem concavidade voltada para baixo em [ +oo[

(T 1) = T 3 TSRS
Indicar a abcissa do ponto de inflexdo do grafico da fungéo g <%> .................

Notas:

1. Se for evidente a intencdo de determinar a segunda derivada da fungéo g, a pontuagéo
minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

2. Se forreferido que o grafico de g tem concavidade voltada para cima em ]0, %[ , em
vez de em ]O, %] , esta etapa deve ser considerada cumprida.

3. Se for referido que o gréfico de g tem concavidade voltada para baixo em ]%, +oo[ ,

em vez de em [L +oo[ , esta etapa deve ser considerada cumprida.

3,

1 ponto

2 pontos

4 pontos

4 pontos
2 pontos

1 ponto

4 pontos

4 pontos

12 pontos

14 pontos

14 pontos
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15.

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Determinar o dominio da CONAIGAO  .....ccceeeiiieiiii i 4 pontos
Escrever 108, (9x +1) = 21085 (6X) orevoreeveceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 1 ponto
Obter 1025 (9x + 1) =105 (6X) coovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3 pontos
oL Lt R X (% eSO 1 ponto
Resolver a equagdo 9x + 1= (6x)2 ................................................................... 3 pontos
Apresentar o conjunto pedido ({%}) ................................................................. 2 pontos
2.° Processo

Determinar 0 dominio da CONAIGAO  ......ueeeiiiiiieeeeiiiceeee e 4 pontos
Obter 102, ¥V9X +1 =10@3 (6X) ovoivieiiiieieieeccee e 3 pontos
OBLEr ¥ OX 41 = 0X oo 1 ponto
Resolver aequagdo ¥V IOX +1 = 0X cooiiicieeieece e 4 pontos
Apresentar o conjunto pedido ({%}) ................................................................. 2 pontos
Determinar f'(x) (VEr NOtA) ..o 2 pontos
Determinar 0 Zero A& [ .ot 2 pontos

Apresentar um quadro de sinal de f' e de monotonia de f (ou equivalente) .. 3 pontos

Determinar f<%> .............................................................................................. 1 ponto

Referirque lim f(x)=+ o0 ouque lim f(Xx)=400 .iiniiiiinncene. 2 pontos
x—-07 X —+o0

Referir que a fungao f & continua em 0, + 00 .ovoveecececieieeee e 2 pontos

Apresentar o contradominio da fungdo f* ([2—1n4,+ 0o[ ) oovcvvvecvniennn. 2 pontos

Nota — Se for evidente a inteng&o de determinar a derivada da fungéo f, a pontuag&o
minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

14 pontos

14 pontos
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COTAGCOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 11. | 1.2. 3. 4. 6. 8. 10. | 11.1. | 121. | 12.2. | 13. 15. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificacéo final da

. . 2, 5. 7. 9. 11.2. 14. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

2 (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r% (r — raio)

Volume de uma piramide: L Area da base x Altura

3

Volume de um cone: % X Area da base x Altura

Volume de uma esfera: 7,3 (r — raio)

3

Progressodes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

U+ u,

Progressao aritmética: Xn

1—r"
1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oinf

- -0 T
Woel =np T (kef0,....n—1} e neN)
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Regras de derivacao

(u+vy=u+

(uv)y=uv+uv

’

<1): wv—uyv
v VZ
W =nu""'u (n€R)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —4

cos?u
() =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

f_u
(Inu) = p

(logouy = — (ac R\ {1})

Limites notaveis
. 1V _
hm(l +;> =e¢ (neN)

lim SEOX — |
x=0 X




2n
. Qual é o limite da sucessao de termo geral <1 + %) ?

(A) 1 (B) 2e (C) &2 (D) +oo

. A Figura 1 representa uma linha poligonal simples que comegou a ser
construida a partir do segmento de reta [4B]. O segundo segmento

de reta, com uma das extremidades em B, foi construido com mais
2 cm do que o primeiro, o terceiro segmento foi construido com mais A
2 cm do que o segundo, e assim sucessivamente, tendo cada segmento
de reta sempre mais 2 cm do que o anterior. ‘
Continuando a construgdo da linha poligonal, do modo acima descrito, B
até ao 100.° segmento de reta, obtém-se uma linha poligonal com o

comprimento total de 104 metros.

Determine o comprimento do segmento de reta [4B] .

Apresente o valor pedido em centimetros. Figura 1

. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Seja f uma fung&o diferenciavel, de dominio R, cuja derivada, f’, ¢ dada por

f(x)=—2xe! =¥’

Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos
de inflexdo.

Na sua resposta, apresente:
— o(s) intervalo(s) em que o gréafico de f tem concavidade voltada para baixo;
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para cima;

— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f', caso este(s) exista(m).

. Considere a fungéo g, de dominio R, definida por

4x14_4 se x<1
e* ' -1

g(x)=

7x3¥1_3 se x>1

Resolva os itens 4.1. e 4.2. sem recorrer a calculadora.
4.1. Averigue se a fungdo g é continuaem x=1.

4.2. Resolva, nointervalo [1,+ oof, aequagdo log;(g(x))=x +log,2 .

Prova 635/1.2 F. e« Pagina 3/ 8



5. Um grupo de jovens inscreveu-se num campo de férias que oferece as modalidades de surf e de skate.

%* 5.1.

5.2.

%* 5.3.

Dez dos jovens do grupo vao deslocar-se em fila, pela praia, para uma aula de surf.
A Ana, o Diogo e o Francisco sdo trés desses jovens.

De quantas formas diferentes se podem dispor os jovens na fila, ficando a Ana, o Diogo e o Francisco
juntos?

(A) 483 840 (B) 241 920 (C) 60480 (D) 30 240

No ato da inscrigdo, todos os jovens do grupo responderam a um questionario sobre a pratica das
modalidades de surf e de skate.

De acordo com as respostas ao questionario:
* 65% praticavam surf;
e 20% praticavam skate e nao praticavam surf ;

e quatro em cada cinco dos que praticavam surf também praticavam skate.

Selecionou-se, ao acaso, um jovem que, no questionario, tinha respondido que nao praticava skate.
Determine a probabilidade de esse jovem, no questionario, também ter respondido que praticava surf.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

Considere que, no grupo, ha 70 jovens com 13 ou 14 anos de idade, sendo o nimero de jovens com
14 anos maior do que o numero de jovens com 13 anos.

Para realizar uma determinada tarefa, véo ser selecionados, aleatoriamente, dois desses jovens.

Sabe-se que a probabilidade de selecionar dois desses jovens com idades distintas & 16

35
Determine o numero de jovens com 13 anos que ha no grupo.
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6. Na Figura 2, esta representado, em referencial o.n. Oxyz,
o prisma triangular reto [OABCDE] , de bases [ABC]
e [OED].

Sabe-se que:

e as bases do prisma estdo inscritas em
semicircunferéncias, respetivamente, de didmetros
[AB] e [OE];

e 0s vértices A4 e FE do prisma pertencem,
respetivamente, aos semieixos positivos Ox e Oy ; Figura 2

« OE =12,5;
+ areta AC é definida pela equagéo vetorial (x, y,z)=(10,0,0)+k(0,4,3), kER .

% 6.1. Qual das seguintes equagdes vetoriais define a reta OD ?

(A) (x,y, 2)2(0,6,8)+k<0, 2,%), keR

(B) (x, y,z)=(0,-4, —3)+k(0, 2, %), keR

(C) (X, Y, 2)2(03_4: _3)+k<0333_4)5 kER

(D) (x,y,2)=(0,6,8)+4(0,3,-4), keR

% 6.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine as coordenadas do ponto C'.

7. Na Figura 3, estdo representados, em referencial o.n. Oxy , %
uma circunferéncia de centro na origem e os pontos 4, P e
0O, que pertencem a circunferéncia.

Sabe-se que:
« oponto A tem coordenadas (2,0) ;

* 0 angulo orientado AOQ tem amplitude @ € ]7?, 37” :

* ospontos P e O tém a mesma abcissa;
« OP-00 =3 .

Determine o valor de cos (2a) .

Figura 3
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% 8. Uma empresa esta a desenvolver um programa de testes para melhorar a propulsdo de foguetes.

*

Os foguetes utilizados partem do solo e seguem uma trajetoria vertical.

Em relacdo a um dos modelos de foguete utilizados, admita que, apds o langamento e até se esgotar o
combustivel, a sua distancia ao solo, a , em metros, é dada, a cada instante 7, em segundos, por

a(t) = 100[1 (101 1n<1 - %)] ~49/2, com 1[0, 8]
Determine, utilizando a calculadora grafica, o instante a partir do qual, durante 3 segundos, esse foguete
percorre 25 metros.
Apresente o resultado em segundos, arredondado as décimas.
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:
— apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora e assinale
o(s) ponto(s) relevante(s), que lhe permitem resolver a equagao.

. Sejam f e g func¢des duas vezes diferenciaveis, de dominios R e 10, + oo[ , respetivamente, e seja 7

aretadeequagdo y=2x—1.
Sabe-se que:

» areta r étangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1 ;

e lim (f(x)-2x+1)=0;

X —>+oo
* nos respetivos dominios, o grafico de f tem concavidade voltada para cima e o grafico de g tem
concavidade voltada para baixo.

Considere as proposi¢des seguintes.
I. O gréfico da fungdo f admite uma assintota horizontal quando x tende para +oo .

. lim g(x)=2.
x—1

m. 7"(x)<g’(x), Vxelo,+ oo .
Justifique que as proposigoes |, Il e lll s&o falsas.

Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposi¢cdes, uma razao que justifique a sua falsidade.
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*

10. Na Figura 4, estao representados, no plano complexo, os

1.

12

13.

Im (z
pontos A e B. @)
O ponto O é a origem do referencial. )
O ponto A ¢ o afixo de um nimero complexo z tal que
Im(z)=Re(z) e Re(z)>0. 57
B D7
O ponto B ¢ o afixo de um nimero complexo w tal que 8
o angulo convexo A0OB tem amplitude ST radianos.
8 o Re (2)
Qual dos valores seguintes € um argumentode w X z ?
kY St
A) —— B) =~
(A) =7 (B) =
9 1 Figura 4
c) 2L D) L7
(€) ¢ (D) —g
Resolva este item sem recorrer a calculadora. .
S
e’ —1i

Considere, em C , conjunto dos nimeros complexos, o nimero w =

Determine, em C , as solugdes da equagéo 2=w.

Apresente os valores pedidos na forma a +bi, com a,bER .

Seja f a fungdo, de dominio [0, 7], definida por f(x)=sen (2x)+x , eseja r aretade equagdo
y==—x+2.

12.1. Qual das expressdes seguintes pode definir a fungdo derivada de f?
(A) 2 —2cos?x (B) 2—2sen? x (C) 3—4cos?x (D) 3 —4sen3x
12.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais calculos numéricos.

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que o gréafico da fungdo f intersecta a reta r

em, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo ]%, %[ .

Sejam a e b numeros reais, ndo nulos, tais que a reta de equagdo y =ax + b é tangente ao grafico
da fungdo /', de dominio R , definida por f(x)= ax? + bx .

Determine as coordenadas do ponto de tangéncia.

FIM
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COTAGOES

As pontuacgbes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem
obrigatoriamente para a
classificagao final.

4.1.

5.1.

5.3.

6.1. | 6.2.

10.

12.1.

13.

Subtotal

Cotacao (em pontos)

12

14

14

12

12 14

14

14

12

12

14

158

Destes 6 itens, contribuem

para a classificacao final da
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéao.

4.2.

5:2. /s

1.

12.2.

Subtotal

Cotacao (em pontos)

3 x 14 pontos

42

TOTAL

200
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1. Tem-se que Iim(l+%)2n _ |im[(1+%nz :(Iim(lJr%jng _(e) =¢

2. Seja (un) a sucessao que da o comprimento do n— ésimo segmento de recta da linha poligonal. Assim, u, é o

Resposta: C

comprimento do primeiro segmento de recta, isto € u, = AB . Como cada segmento de recta, a excepgéo do primeiro,
tem mais 2cm que o anterior, isto é, u,,, =u,+2<u,,—u, =2, YneN, vem que (u,) é uma progressao

aritmética de razdo 2.

Por outro lado, prosseguindo a constru¢do da linha até ao centésimo segmento de recta, obtém-se uma linha poligonal
com 104 metros de comprimento, 0 que quer dizer que a soma dos 100 primeiros termos de (un) € 10400, dado que

104 metros correspondem a 10400 centimetros. Portanto:

U, +U, +99x2

Uygg =y +99x2

2u, +198

S5, =10400 < %x 100 =104 00 ~104 & ~104 <

20, +198=104x2 & 2u, =208-198 < 20, =10 > U, =5

Logo, o comprimento do segmento de recta é 5 cm.
3. Tem-se que:

2

C(x)=(-2x) € + (- 2x)(L-x7) € =26t —2x(-2x)et =26 +axte ™ =gt (4 - 2)

- f'(x)=0e e =0 v 20048 =20x =2 ax=t E@Xz—E v x:ﬁ
e =0 4 4 2 2

Eq. impossivel em &

Elaborando um quadro de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de f , vem:

) . 2 7 v
2 2
el + + + + +
4% -2 + 0 — 0 +
f"(x) + 0 — 0 +
Grafico de f W p. M p.i. W,
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3

Logo, o graficode f tem a concavidade voltada para baixo em {—— , —} , tem a concavidade voltada para cima em

Z] . [z 7z 7z

—oo,——— | eem | —,+o| etempontos de inflexdoem x=——eem x=—.
2 2 2 2

4.1. Afungdo g écontinuaem x=1 se limg(x)=limg(x)=g(1).

x—1* x—1"

- g(1)=7x3*1-3=7x3"-3=7x1-3=4

+ lim g(x) = lim (7x3"* ~3)=7x3" -3=7x3" -3=7x1-3=4

x—1*

O\
. Caxealola(x-1) o x-1 .
!LTQ(X)_!I—T et xII—>1 ¥t =4 xII—T el ] yoxt 4Xy“—>r£] eV —1
X=>1"=>y—>
St 4ty

el -1

lim

y—0~ y

Limite notavel

Logo, g écontinuaem x=1.
4.2. Tem-se que para X € |1, +oo[, g(x)=7x3""—-3.Assim, para x >1, vem que:

x>1lox-1>0 < 3F'>FoT7xFI>TxP < TxFT-3>Tx1-3<9g(x)>4

y=3* é crescente
em R

Ou seja, paratodo o x e |1, +oo[, g(x)>4>0, pelo que:

log, (g(x))=x+logs2 < log,(7x3" " ~3)=log,(3")+log2 <> log, (7x3"*~3)=log,(2x3") <

x=log, 3"

X

©7><3X’1—3=2><3X©7><3§—2><3X=3cs)7><3x—6><3x=9

&3F=93F=3F=x=2

Como 2 e |1,+o0[, vem que o conjunto solugéo da equagao é {2} .
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5.1. Agrupando num bloco a Ana, o Diogo e o Francisco, tem-se que este bloco e os restantes sete jovens permutam
entre si de 8! maneiras distintas. No bloco, a Ana, o Diogo e o Francisco, permutam entre si 3! maneiras distintas:

O=—0 =0 6—0 0—0 0—0 0—0 O0—0 O0—0

81x3!

Logo, o nimero de maneiras de dispor os dez jovens nas condi¢des do enunciado é 8!x 31=241920.
Resposta: B

5.2. Sejam A e B os acontecimentos:

A «o jovem pratica surf» B : « 0 jovem pratica skate»

Do enunciado sabe-se que P(A)=0,65, P(Bmﬂ)zo,Z e P(BJA)===0,8.

(SR

Pretende-se P ( A| I§) .

Tem-se que:

PENA) §ges P(BNA)=0,8xP(A) < P(BNA)=0,8x0,65< P(BNA)=0,52

P(A)

P(B|A)=08<

Preenchendo uma tabela:

A A p.m.
B 0,52 0,2 0,52+0,2=0,72
B 0,65-0,52=0,13 1-0,72=0,28
p.m. 0,65 1

P(AnB) 013 13
P(B) 028 28

Logo, P(A| E) =
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5.3. Seja n o nlmero de jovens com 13 anos. Logo o numero de alunos com 14 anosé 70—n.

Assim, o nimero de casos possiveis é "°C, = 2415, que é o nimero de maneira de escolher dois dos 70 jovem, € 0
numero de casos favoraveis é "C, x ""C, =n(70—n), que € o nimero de maneiras de escolher um jovens entre os

n com 13 anos e escolher um jovem entre 0s 70—n com 14 anos.

Assim, vem que:

n(70-n) 16 _ 70n-n’* 16
—_ - —_—
2415 35 2415 35

c>35(7On—n2):16><2415<_§:; 70n—n? =16x 69 <

~70:+ /70 — 4x(~1)x(~1104)

< -n?+70n-1104=0<n=
2><(—1)

<n=24 v n=46

Se n=24, entdo 70—n=70-24=46, ou seja, se 0 nimero de jovens com 13 anos for 24, entdo o nimero de
jovens com 14 anos sera 46 . Por outro, lado, Se n =46, entdo 70— n=70-46 =24, ou seja, Se 0 nimero de jovens
com 13 anos for 46, entdo o nimero de jovens com 14 anos sera 24 . Logo, como ha mais jovens com 14 anos do
que com 13 anos, vem que n =24 g, portanto, no grupo ha 24 jovens com 13 anos.

6.1. As rectas OD e AC séo paralelas, pelo que, sendo U (0,4,3) um vector director de AC, entdo U é também

vector director de OD , assim como qualquer vector colinear a este. Nas op¢des apresentadas, apenas um dos vectores

é colinear com U , o vector \7(0, 2;) , dado que U = 2v . Assim, eliminamos as opgdes C e D.

Das opgdes A e B, a Unica a que o ponto O (0,0,0) € a da opgao B, dado que:

0=0 0=0 (0=0 0

Il
o

Il
N

(0,0,0):(0,_4,_3)+k(oyz%ja 0=—4+2k —J4=2k J0=-4+2k — Jk

0=—3+gk z=§k 0=—3+§k k=2

Resposta: B
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6.2. O ponto C ¢ o ponto de intersecgdo da recta AC com o plano BCE .

Como o angulo ACB esta inscrito numa semi-circunferéncia, vem que ACE =90°, pelo que a recta AC §é
perpendicular o plano BCE e, portanto, um vector normal a BCE € U(0,4,3).

Logo, BCE:4y+3z+d =0 e como E(0;12,5;0), dado que OE =12,5, vem que:
4x12,5+3x0+d=0<d=-50=BCE:4y+3z-50=0

Como AC:(x,Yy,z)=(10,0,0)+k(0,4,3), ke R, um ponto genérico da recta AC & do tipo (10,4k,3k). Assim,

substituindo na equagéo do plano BCE , vem:

4x 4k +3x3k -50=0 <16k +9k =50 < 25k =50 = k =2
~ C(10,4x2,3x2), ou seja, C(10,8,6).
7. As coordenadas do ponto Q s&o da forma (2cose, 2sen ), dado que a circunferéncia tem raio 2, pois A(2,0).

Como o ponto P tem a mesma abcissa que o ponto Q e como ambos pertencem a circunferéncia, vem que a ordenada

de P ésimétricadade Q, pelo que P(2cosa,—2sena).
Tem-se que:

- OP = P-O=(2cosa,—2sena)-(0,0)=(2cosa,—2senar)
- 0Q=Q-0=(2cosa,2sena)—(0,0)=(2cos @, 2sen )

Logo, @-@=3<:>(2cosa,—25ena)-(ZCosa,Zsen a)=3< 4c0s’ o —4sen’ @ =3 <

< 4(cos® a —sen’ ar) =3 < 4cos(20r) =3 < cos(2a) =

%{—/
cos(2a)

H>lw
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8. Tem-se que a distancia percorrida durante trés segundos apés um determinado instante é dada por a(t+3)—a(t).

Assim, pretende-se determinar t [0,5] tal que a(t+3)—a(t)=25

YA

¥

18 5

Q

Logo, t =1,8 segundos.

I. Tem-se que XIim‘(f (X)-2x+1)=0< lim (f(x)—(2x-1))=0, pelo que a recta de equagio y=2x—-1 ¢

assimptota obliqua ao graficode f , quando x — +o0. Como esta recta ndo € horizontal, vem que a afirmagao | é falsa.

Il. Afuncdo g é diferenciavel em, pelo que é também continua em R e, consequentemente é continua em x=1.

Logo, limg (x)=g(1).

Por outro lado, a recta r, de equagdo y =2x—1, é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1. Assim, o ponto

de coordenadas (1, g (1)) pertence a recta r, pelo que, substituindo na equacdo de r, vem que g (1) =2x1-1=1.
Logo, IirT} g(x)=9g(1)=1, pelo que a afirmagao |1 é falsa.

I11. Como f ¢é duas vezes diferenciavel e como o seu grafico tem a concavidade voltada para cima em R, vem que
f"(x)>0, VxeR.Como g éduas vezes diferenciavel e como o seu grafico tem a concavidade voltada para baixo

em ]0,+o[,vemque g"(x)<0, Vxe]0,+ox].

Logo, f"(x)>g"(x), Vxe]0,+o[, pelo que a afirmagao 111 ¢ falsa.
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10. Como o z satisfaz a condigdo Im(z)=Re(z) e Re(z)>0, vem que o afixo de z, o ponto A, pertence &

bissectriz do primeiro quadrante, pelo que um argumento de z é % .

Por outro lado, como B é o afixo de w e como AOB = "%[ , vem que um argumento de w é %+ % _Iz .

8

Ir T [Tz 7 97
Assim, w><z=|w|e'?><|z|e7 =|w|><|z|el[8 ‘J =|w|><|z|eI 8 e, portanto, um argumento de wx z é %

Resposta: C
11. Tem-se que:
. . 57 . 3 . . 3
W= = = = = X—= H =
: i i i 2i - =2i°
_NBi-1_ 1 B
2 2 2

As solugdes da equagdo z° = w sdo as raizes quadradas de w. Assim, passando w para a forma trigonométrica, vem:

. |W|:J(_%T+[§Jz _ %+% 1

NE]
= Sendo o um argumento de w, vem que tgo = Ll =-BBea pertence ao segundo quadrante, pelo que « pode
Y4
V4 2
ser ——+7x=—0.
3 3

27

) —+2k7r} _[2—”+2k7z}
Logo, as raizes quadradas de w s&o dadas por \/ie[ 2 J=e' 2 /comke {0,1} , pelo que:

- k=0-17,=¢€ 3 =cos| Z | +isen| Z =1+£i
3 3) 2 2

B 4
rk=1>2z=e°=e?3 =cos(4§j+isen(%{)=—l—£i
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O conjunto solugéo da equagao é {% + %i,—— - —i} .

12.
12.1. Tem-se que f'(x)=(sen(2x)+ x)' =2c0s(2x)+1=2(cos* x—sen’ x) +1=2(1—sen’ x —sen’ x) +1=

=2(1—23en2 x)+1= 2 —4sen®x+1=3—4sen’ x

Resposta: D

12.2. Pretende-se mostrar que a equagao f (x) =—X+ 2 tem pelo menos uma solugdo em }%%[ , OU sgja:
HCE:lz,Z‘:Z f (C)=—C+2<:>EIC€}Z,£[: f(c)+c-2=0
6 3 6 3
Seja g definida em [%%} por g(x)=f(Xx)+x—2=sen(2x)+Xx+x—2=sen(2x)+2x—2
= g écontinuaem [%%} pois € a composigao e a soma entre fungdes continuas no seu dominio.

. g(z)=sen(2><£}+2x£—2=sen(zJ+£—2=£+5—2z—0,09:> g(£)<0
6 6 6 3) 3 2 3 6

. g(zjzsen(szjJr2x£—2=sen(2—ﬂj+2—”—2=£+2—”—2z0,96:> g(zj>0
3 3 3 3 3 2 3 3

Logo, como g (%) eg [%) tém sinais contrarios, pelo corolario do teorema de Bolzano:

Fica assim provado que o grafico da fungdo f e arecta r intersectam-se pelo menos uma vez num ponto de abcissa

pertencente ao intervalo }%%[
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13. Tem-se que f'(x)= (ax2 + bx)’ =2ax+b. Como a recta de equagdo y =ax+b é tangente ao grafico de f ,

vem que f’(x)=ac>2ax+b=a<:>2ax:a—b<:>x=a2—_b.
a

Assim, a recta dada é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a2_—b , sendo que a sua ordenada é dada por:
a

y:,a{xa_b+ a-b b=a—b+2b=a+b

b
24 w0 2 2 2

Logo, as coordenadas do ponto de tangéncia sao (az__ab , aTerj , sendo que este ponto também pertence ao grafico de

f . Portanto:

a-b) a+b a-b\’ a-b a+b a?—-2ab+b> ab-b? a+b
fl — |=—<a]| — +b><—=—<:>,a(>< + = =
2a 2 2a 2a 2 4a% 2a 2

2 2 R
o 8 2ab+b”  ab-b :a+b<:>a2—2ab+b2+2a5—2b2:2a2+2a5
a=0 da 2? 2 az0

x2a

o -a?-2ab-b*=0 = a2+2ab+b2:0<:>(a+b)2:O<:>a+b:0<:>b:—a

- (1,0).

a=0

a—(-a) a—
Logo, as coordenadas do ponto de tangéncia sdo (-2) : a-a)_ ( ara 9} = é ,0
2a 2 2a '2) | 24

Outra resolucao:
Arecta de equagdo y =ax+b é tangente ao grafico de f se aequagéo f (x) =ax+b tiver apenas uma solugéo.
Assim, f(x)=ax+b< ax’+bx=ax+b< ax’+bx-ax-b=0<ax’+x(b-a)-b=0

Como esta equagéo é de segundo grau, entdo tem exactamente uma solugao se o bindmio discriminante for nulo, ou
seja:

(b—a)2—4a><(—b)=0<:>b2—2ab+a2+4ab=0<:>a2+2ab+b2=O<:>
%/—/

(a+b)’

<:>(a+b)2=0<:>a+b=0<:>b=—a
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Assim, como b =—a, vem que a equagao fica:
S(x-1) =0 x-1=0<x=1

a=0

ax2+x(—a—a)—(—a):0<:>ax2—2ax+a=0<:>a(x2—2x+1)=0
[N —

(x-1)°

Logo, a recta de equagdo y =ax+b é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1, sendo que a sua ordenada é

= a-a=0.
a

iguala f(1)=ax1®+bxl=a+b =

= As coordenadas do ponto de tangéncia séo (1,0).

FI M
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICACAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELECAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, a transcricdo do texto da opgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUCAO

Nos itens de construgéao, os critérios de classificagdo podem apresentar-se organizados apenas por niveis de
desempenho, por pardmetros, com os respetivos niveis de desempenho, ou por etapas.

Nos itens em que os critérios de classificagéo se apresentem organizados apenas por niveis de desempenho,
a cada nivel de desempenho corresponde uma dada pontuagdo. Se permanecerem duvidas quanto ao nivel
a atribuir, deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta
que nao atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

Nos itens em que os critérios de classificacdo se apresentem organizados por pardmetros, a classificagdo
a atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas aos pardmetros seguintes: (A) Conteudos,
(B) Linguagem cientifica. A atribuicado da classificacdo de zero pontos no parametro (A) implica a atribuigdo
de zero pontos no parametro (B).

Nos itens em que os critérios de classificagdo se apresentem organizados por etapas, a classificagdo a
atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagdo dos
critérios de desvalorizacao definidos para situagdes especificas.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos

curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da funcéo ou dos graficos das fungdes

visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as
respostas aos itens de construgéo cujos critérios se apresentem organizados por etapas:

Situacéao

Classificagao

1. Utilizacdo de processos de resolu¢cdo que néo estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolugéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico é adaptado ao processo de resolugcao
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolugdo que néo
respeitem as instrugbes dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo nio é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam s&o pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacéo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

Aresposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentagao de calculos ou de justificagbes
necessarios a resolugao de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacao explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificacdes.

Se a resolugéo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta é pontuada com
a pontuagéo prevista.

Caso contrario, a etapa € pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que néo
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.

Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item &
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir é a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigéo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugcéo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

8. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na
resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa em que o
erro ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagéo

Classificagao

9. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de
conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugao
de uma etapa.

A pontuagcdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuacgao prevista.
As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10. Resolugao incompleta de uma etapa.

Se a resolucéo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagéo da etapa; caso contrario,
a pontuagdo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagao prevista.

11. Apresentagdo de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentacado de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12. Apresentagédo do resultado final que n&o respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fragéo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto a pontuacéo da etapa correspondente
a apresentacéao do resultado final.

13. Utilizagao de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagao do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14. Utllizacdo de valores aproximados numa etapa
quando deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagao maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
é a parte inteira de metade da pontuagéao prevista.

15. Apresentagdo do resultado final com um numero
de casas decimais diferente do solicitado, ou
apresentacdo do resultado final incorretamente
arredondado.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

16. Omissao da unidade de medida na apresentagdo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuag&o prevista.

17. Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a
caracterizagdo do desempenho, a classificagdo a atribuir
a resposta nao é desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagao
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagdes atribuidas, salvo se houver indicagcdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18. Utilizacao de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

— nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolu¢do que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugédo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas sdo pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificacado; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuacao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

© oo eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesseeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteneree e e e e e e e e e eeeeer et e e e e as 12 pontos

PPN 14 pontos

Reconhecer que os comprimentos dos segmentos da linha poligonal sdo termos

consecutivos de uma progressao aritmética cujo primeiro termo é AB . 2 pontos
Identificar @ raz80 deSSa PrOgreSSA0  ......cceiviuviiieeiiiiiiie sttt e et e e e seee e e siaeeee s 2 pontos
Escrever o 100.° termo da progressdo em funggo de AB  ...o.cocoovveeievvereeen, 2 pontos

Escrever uma expressao para o comprimento da linha poligonal

( 4B + ABZ +99 X2 x 100, ou equivalente) ..................................................... 3 pontos
Igualar a expressado anteriora 10 400 ..........ccocooiviiiiiiiiie e 3 pontos
Obter o valor pedido (5 CM) ...ovovvieiciee e 2 pontos
£ e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessssssssssseeeeeeeeeeeeeeeeeeetteeessesststntnnnnnnn e e eeeeeeaeeeeeeteteeete bt bebebn e e e e eeas 14 pontos
Determinar  f7/(X) (VEI NOTA L) oo 3 pontos
ESCIever /(1) =0 oo, 1 ponto
Determinar 05 zeros de T/ ..t 3 pontos

Apresentar um quadro de sinalde f”' e de sentido das concavidades do
grafico de T (OU €qUIVAIENTE) ........cvivieeeee s 4 pontos

Apresentar os intervalos em que a concavidade do gréfico de f é
voltada para cima e os intervalos em que é voltada para baixo (ver nota 2) ....... 2 pontos

(222

Indicar as abcissas dos pontos de inflexdo , ou equivalente) ..... 1 ponto

Notas:

1. Se for evidente a intengdo de determinar a segunda derivada da fungéo, a pontuagéo
minima a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

2. Se for referido que o gréfico da fungdo f tem concavidade voltada para cima em

]—oo,—g[ e ]Q,-I—oo[, em vez de ] 0 ——] [ +oo[ e voltada
V2 V2 V2 /2

para baixo em ]_T’ T[ , em vez de [—T,— , esta etapa deve ser

considerada cumprida.
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4.2.

Reconhecer que a fungdo g é continuaem X=1 se
Hm g(x) = 1M @(x) = (1) coooiriieeeeeee e 2 pontos
x—1" x—17

Determinar 1M @(X) oo 2 pontos
x—1"

Reconhecer que lim g(x)= lim (7 x 31 -3) ... 1 ponto
x—1" x—1*
Obter 1M @(X) =4 o 1 ponto
x—1*

Determinar 1M @(X) oo 8 pontos
x—1"

4x —4

Reconhecer que lim g(x)= lim
P x=1_q

x—1"¢e

Obter lim _4X=4 _ iy 4 -1
x—»l‘ex_l—l x—-1"e*™

Obter lim M—
x—»l‘ex_l—l x—-1"e

obter 4 lim — >~ — 4 0im Y 2 pontos
x—1-e¥ 11 y=x1 y_0-e¥ -1

-1

. . y_

Obter 4 lim yy " =4 lim <eyl> (ou equivalente)..... 1 ponto
y-»O_ e’ — y-»()_

-1 -1

. v_ . y_

Reconhecer que lim <61> :( lim u) ............ 1 ponto
y—0- y=0= Y

Obter 1M @(X) =4 i, 1 ponto

x—1"
Referir qUe (1) =4 oot 1 ponto

Concluir que a fungdo g écontinuaem X=1 ..., 1 ponto

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.

1.°Processo

Indicar o dominio da condigdo ou referir que g(x) >0 em [1,+ oo ..ccceeneee. 2 pontos
Escrever 10g3 (7 X 3% 71 =3) = X +10232 ooovvoverveesereeeeeeeee e 1 ponto
Escrever logs (7 x 3% —=3)=10g3 (3%) + 10232 wovvveoerrverreerrerreerreee 2 pontos
Escrever 10g3(7 x 3% 1 —3)=1083(3%¥ X 2) ceeeeeereeeereeeeeeeeeee e 2 pontos
Escrever 7X 3% 1 — 3= 3% 2 e 1 ponto
Reconhecer que 7 x 3% ! = N L T 1 ponto

OBtEI 3K =0 ettt 3 pontos

Obter a solugdo da equaGE0 (2) ...oiieiiiiiieeeee e 2 pontos

14 pontos

14 pontos
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5.1.

2.°Processo

Indicar o dominio da condigdo ou referir que g(x) >0 em [1,+ oo ..ccceenee. 2 pontos
Escrever 10g3 (7 X 3% =3) = X +10232 oo 1 ponto
Escrever 7x 3% 1 3 = 3XH10832 s 2 pontos
Escrever 7 X 3% 1 = 3= 3X 310832 s 2 pontos
Reconhecer que 7 x3*7! = % D LA 1 ponto
Reconhecer qUe 310232 = 2 oo 1 ponto
ODBEr 3X =0 e 3 pontos
Obter a solug&o da eqUAGAD (2) ...ooocieiiiieieiee e 2 pontos

3.° Processo

Indicar o dominio da condigdo ou referir que g(x) >0 em [1,+ oo[ .coeeeeee. 2 pontos
Escrever 10g3(7 X 3*X 1 =3) = X +10232 oo, 1 ponto
Escrever 10g3(7 X 3*X 1 =3) —10832 =X ooooeroereeereeeeeeeeeeeeeee e, 1 ponto
x—1
Escrever logs <%) = X 2 pontos
x—1

Escrever % = 3 et 2 pontos
Reconhecer que 7 x 3% 1= % X 3K e 1 ponto
ODBEr 3X =0 ettt 3 pontos
Obter a solugéo da eqUAGED (2) ....cccveveeeiieieiieee e 2 pontos
Opcao (B)

12 pontos
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PP TPPPPPPPINN 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

Designemos por A o acontecimento «o jovem respondeu que praticava surf» e
por B o acontecimento «o jovem respondeu que praticava skate».

1.°Processo

ESCrever P(A) = 10,05 ...oooooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1 ponto
Escrever P(B N A ) =0,2 oo 1 ponto
Escrever P(B|A)= % ..................................................................................... 2 pontos
Identificar o valor pedido com P(A|B) oo 2 pontos
Obter P(ANB) (0,52) oo 2 pontos
Obter P(B)  (0,72) oot 2 pontos
Obter P(B) (0,28) oottt 1 ponto
Obter P(AN B) (0,13) oo 1 ponto
Obter o valor pedido (%) ................................................................................ 2 pontos

2.°Processo

Apresentar uma tabela de dupla entrada cujas entradas sejam:

A € A ; B € B oo 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(A4) (0,65) .oooeoeoeeeerieeeeereeenens 1 ponto
Preencher a célula da tabelarelativaa P(BNA) (0,2) ooeveveveeiieiennne, 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(ANB) (0,52) .ooeoecereeereeererennns 3 pontos
Preencher a célula da tabela relativaa P(ANB) (0,13) ooovveviereiennne, 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(B) (0,72) .oooevoeoeveeeeieeeeereeenns 2 pontos
Identificar o valor pedido cOm P(A|B) oo 2 pontos
Obter P(B) (0,28) oot 1 ponto
Obter o valor pedido (%) ................................................................................ 2 pontos
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6.1.

6.2.

PP TPPPPPPPINN 14 pontos

Designemos por N o numero de jovens com 13 anos.
Identificar o numero de jovens com 14 anos com 70 — N .....ccoooiiiiiiiiiineen 1 ponto

Identificar o nUmero de casos possiveis com 70C2 (ou com 7OAz) (ver nota 1) 4 pontos

Identificar o niimero de casos favoraveis em fungdo de n com n(70 —n)

(ou, tendo em conta a etapa anterior, com 2n(70 - n)) (ver nota 2) ............. 3 pontos

Escrever a equagéao M _ 16 (ou equivalente) ......cccccocvivieiiiiiieeee 3 pontos
7OC2 35

Obter as solugdes da equagdo (24 € 46) ......cccoovveiiceeeeeeeeee s 2 pontos

Apresentar 0 valor pedido (24) ......cccoovceueeieieee e 1 ponto

Notas:

1. Se a expressao apresentada nao for equivalente a 70C2 (oua 70A2), a pontuacao
a atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se a express3o apresentada nao for equivalente a N(70 —n) (ou, tendo em conta a
etapa anterior,a 2Nn(70 — n)), a pontuag&o a atribuir nesta etapa € 0 pontos.

................................................................................................................................................. 12 pontos
Opgéo (B)
................................................................................................................................................. 14 pontos
Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.
1.°Processo
Reconhecer que a reta AC ¢é perpendicular ao plano BCD .........c..c.cccooeee. 1 ponto
Identificar o vetor de coordenadas (0, 4, 3) como vetor normal
A0 Plano BCD ..o 1 ponto
Obter as coordenadas de um ponto do plano BCD .........cccoeovvvvieviciiic i 2 pontos
Obter uma equagéo do plano BCD ... 4 pontos
Escrever 4y +3z+d =0 (ouequivalente) ..........ccoeevrennes 2 pontos
Escrever 4 X125+3X04+d =0 .oocooiiiieiiiicceeeeeee 1 ponto
Obter o valorde d (—50) ... 1 ponto
Reconhecer que as coordenadas do ponto C s&o da forma (10, 4k, 3k) ...... 2 pontos
Obter 16K + 9K =50 =0 oo 2 pontos
Obter 0 valor de K (2) ..o 1 ponto
Obter 0 pedido ((10,8,6)) o 1 ponto
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2.°Processo

Reconhecer que as coordenadas do ponto A s&o (10,0, 0) ..o, 1 ponto
Reconhecer que as coordenadas do ponto B séo (10; 12,5;0) ....ccccceeee... 1 ponto
Reconhecer que as coordenadas do ponto C s&o da forma (10, 4k, 3k) ...... 2 pontos
Reconhecer que os vetores E e B_C> séo perpendiculares .............ccoooeie 1 ponto
Obter as coordenadas de AC em fungdode K oooeveiceiiceeeeeeeee, 1 ponto
Obter as coordenadas de BC em fungo de K .ooveveeeeceeeeeceeeee e 1 ponto
ESCIEVEr AC » BC =0 oooovooeeeeeeoeeeeeoe oo eeeeeeeeseeees s eeeeseesesneen 2 pontos
OBtEr 25KZ = 50K = 0 oottt 2 pontos
Obter 0 valor de K (2) ..o 2 pontos
Obter 0 pedido (10,8, 6)) i 1 ponto

3.°Processo

Reconhecer que as coordenadas do ponto A s&o (10,0,0) .....cccccevviinne. 1 ponto
Reconhecer que as coordenadas do ponto B séo (10; 12,5;0) ....cccccoeenee. 1 ponto
Reconhecer que as coordenadas do ponto C s&o da forma (10, 4k, 3k) ...... 2 pontos

Reconhecer que o ponto C pertence a superficie esférica definida

2 2
pela equagdo (x —10) + <y - é) +2z2= <é> ....................................... 4 pontos
4 4
25\ 25\
Escrever 02 + <4k - T) +(3k) = <T> .................................................. 2 pontos
Obter o valor de K (2) oo 3 pontos
Obter 0 pedido ((10,8,6)) ieeriieeieeirrecesee e 1 ponto

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.°Processo

Reconhecer que o ponto Q tem coordenadas (2 cos @,2SeN @) ....cccceevreenene. 3 pontos
Reconhecer que a ordenadadoponto P & —2SeN @ ....cccoveeveviieeiicicieee 3 pontos
Obter as coordenadas de O—P) .............................................................................. 1 ponto
Obter as coordenadas de @ .............................................................................. 1 ponto
Obter OP - O—Q) =4COSZA =4 SENZ @ oo 3 pontos
Reconhecer que c0S2@ — SN2 @ = COS (2Q) ovvovveeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeenn, 2 pontos
Obter o valor pedido (%) ..................................................................................... 1 ponto

14 pontos
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2.° Processo

Reconhecer que POO =@ — (270 = @) weoooeeveeoeeeeeeoeeeeeeeeeeeeceeeeeeeeeeeeee s 4 pontos
Reconhecer que OP = @ ZOA =2 e 1 ponto
Escrever OP - 00 =2x2x cos(2a —27) (ou equivalente) .........ooo..cco.... 3 pontos
Reconhecer que €OS (20 —277) = COS(2@) ovovoveerereeeeeeeeeee e 4 pontos
Escrever 4 cos(2a) =3 (0U eqUIVAIENE) .........ccceevveeeeeeeeeeeeeeeee e 1 ponto
Obter o valor pedido (%) ..................................................................................... 1 ponto

Identificar a distancia percorrida pelo foguete durante os 3 segundos com
A(EH3) = AUE) oo, 3 pontos

Apresentar a equagdo a(z+3)—a(t)=25 (ou equivalente) (ver notal) ... 2 pontos

Representar o(s) grafico(s) da(s) fungédo(des) visualizado(s) na calculadora que

permite(m) resolver a equagao (VEr NOTA 2) .....evveiiiiiiiiiiiiiiiee s 5 pontos
Assinalar 0 ponto relevante ..........oooviviiiiiiii - 2 pontos
Apresentar o valor pedido (1,8'S) ...ooiiiiiiiiieeeee e 2 pontos
Notas:

1. Se ndo for apresentada qualquer equacdo, a pontuacdo a atribuir nesta etapa é 0
pontos. As restantes etapas sdo pontuadas de acordo com o desempenho, desde que
seja inequivoco que correspondem a resolugao da equacao que traduz corretamente o
problema.

2. Senao forapresentado um referencial, a pontuagéo a atribuir nesta etapa é desvalorizada
em 1 ponto.

Topicos de resposta

14 pontos

14 pontos

e Justifica que a proposigao | é falsa: Dado que lim (f(x)—2x+1)=0, a reta de equagdo y =2x —1
X —+o0

é assintota obliqua ao grafico de f em +oo, pelo que ndo existe assintota horizontal ao grafico de f em +oo .

e Justifica que a proposico Il ¢ falsa: Dado que a reta de equagdo y =2x —1 ¢é tangente ao gréfico da fungdo ¢
no ponto de abcissa 1, g(l) =1 e, como g é diferenciavel e, por conseguinte, continua, lirn1 g(x)= 1.
X —

e Justifica que a proposicdo Il é falsa: Dado que o grafico de f tem concavidade voltada para cima e o grafico
de ¢ tem concavidade voltada para baixo, f“(x)=>0,Vx€R e g"(x)<0,V x€]0, + [, pelo que

f'(x)=g"(x),Vx€]0,+ oo .
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Parédmetros Niveis Descritores de desempenho Pontuacéo
5 Apresenta, de forma completa, as trés justificacdes. 12
4 Apresenta, de forma completa, duas justificagdes e, de forma incompleta, 10
uma justificacao.
Apresenta, de forma completa, apenas duas justificagdes.
3 oV 8
Apresenta, de forma completa, uma justificagdo e, de forma incompleta,
A duas justificagdes.
Conteudos
Apresenta, de forma completa, apenas uma justificacdo e, de forma
incompleta, apenas outra justificagéo.
2 5
ou
Apresenta, de forma incompleta, as trés justificagdes.
Apresenta, de forma completa, apenas uma justificagao.
1 ou 3
Apresenta, de forma incompleta, apenas duas justificagdes.
B 2 Utiliza adequadamente o vocabulario especifico da Matematica. 2
L”?gu?gem Utiliza, embora com uma ou mais falhas, o vocabulario especifico da
cientifica 1 h 1
Matematica.
PP PP PP PP PPPPPPRTPIN 12 pontos
Opgao (C)
PSPPI 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

SUBSHLUIE 117 POT T oottt 1 ponto
ST

Obter e ° —zz—ﬁ—l—i ............................................................................. 3 pontos

2 2
Obter w=— L + ﬁi ...................................................................................... 2 pontos
2 2
1_2/7

ODBEEI W =€ oottt 2 pontos
T l_4/T

Obter ¢° e e ° como solugdes da equagao Z2 W e, 4 pontos

.................................... 2 pontos

dos (L4 ¥3; _L_ﬁi)
Obter os valores pedidos (2 + 3 Il e 5 > 1
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2.° Processo

SUBSHLUIT 117 POI T oo 1 ponto
Obter eis% —i=— ﬁ — Lz' ............................................................................. 3 pontos
2 2
Obter w = —15 + ‘/gi ...................................................................................... 2 pontos
Escrever (a + bi)? = —% + @i ..................................................................... 2 pontos
Obter az—bzz—% A Zabzg ................................................................ 2 pontos
Obteros valoresde @ ede D ..o, 2 pontos
Apresentar os valores pedidos (5 + ‘/Zgi e —% - ‘/2§|> ............................ 2 pontos
S TP 12 pontos
Opcéo (D)
SR UTTPRPPt 14 pontos
Equacionar o problema (f(x)=—x+ 2, ouequivalente) ............ccceeee. 2 pontos
Considerar a fungdo ¢, definida por g(x)= f(X)+X =2 reiricirerreennn. 2 pontos
Referir que a fungéo g é continua em [%, g] (vernotas 1 e 2).....cccuvueeee 2 pontos
Determinar g(%) ............................................................................................ 2 pontos
Determinar g(%) ............................................................................................ 2 pontos
Concluir que g(%) <0< g(%) (ou equivalente) .......cccceeeeveeeeeeeieeceeennenn 2 pontos
Concluir 0 Pretendido ... 2 pontos
Notas:

1. Se apenas for referido que a fungéo g € continua, esta etapa é considerada como
cumprida.

2. Se for referido que a fungdo g é continuaem ]%, %[ a pontuacao a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.
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I 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.°Processo

Reconhecer que, como f é uma fungdo quadratica, a reta é tangente ao

grafico de f se a equagdo ax?+bx=ax+b tiver apenas uma solugdo ....... 3 pontos

Reconhecer que a equacéao anterior tem apenas uma solugao

SE (B =) H4AD =0 oo, 3 pontos
CONCIUIF QUE D= — @ oo 2 pontos
Substituir b por —a na equacdo axZ+ B X =AX + B oo, 2 pontos
Obter a solugao da equagao anterior ..........cooviiiiiiiiiiiiie e 2 pontos
Obter 0 pedido ((1,0)) o 2 pontos

2.°Processo

Determinar /(X)) (VEr NOLA) ...cccveveveiiieecceceeeciee e 2 pontos
Obter a solugéo da equagdo f'(x)=a emfungdode a ede b ................... 2 pontos
Obter as coordenadas do ponto de tangéncia em fungdode a ede b ........... 3 pontos

Substituir, na equagdo y =ax + b, X e Y, respetivamente, pela abcissa

e pela ordenada do ponto de tangéncia ..........ccccceiiiiiiiiiiiii 2 pontos
CONCIUIN QUE D= — @ oo 3 pontos
Obter 0 pedido ((1,0)) ooiiieeeeeeeeee e 2 pontos

Nota: Se for evidente a intencdo de determinar a derivada da fungéo, a pontuagéo minima
a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

COTACOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 3. 41. | 51. | 53. | 6.1. | 6.2. 8. 9. 10. | 12.1. | 13. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotacao (em pontos) 12 14 14 12 14 12 14 14 14 12 12 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificacgao final da

. . 2. 4.2. 5.2. 7. 11. 12.2. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéao.
Cotacao (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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9 REPUBLICA
PORTUGUESA I VE DE AVALIACAO

EDUCATIVA, I.P.

EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.2 Fase | Ensino Secundario | 2023
12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 55/2018, de 6 de julho | Decreto-Lei n.° 22/2023, de 3 de abril

Duracéao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacgdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
namero do item e a letra que identifica a opgéo escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificagcoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

2 (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47> (r — raio)

Volume de uma piramide: L x Area da base x Altura

3

Volume de um cone: L x Area da base x Altura

w

Volume de uma esfera: 2773 (r — raio)

3
Progressbes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,):

U+ u,

Progressdo aritmética: Xn

1—r"
1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oinf

- -0 T
Woel =np T (kef0,....n—1} e neN)
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Regras de derivacéo

(u+vy=u+

(uv)y=uv+uv

<1)': wv—uyv
v VZ
W =nu""'u (n€R)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —t5

cos?u
() =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

Inuy =4
(Inuy = &

(logouy = — (ac R\ {1})

Limites notaveis
. L 7 _
hm<1+n> =e¢ (neN)

lim SEOX — |
x=0 X




% 1. Seja (u,) uma sucessao tal que limu,=0 .

Qual das expressodes seguintes pode ser termo geral de (u,,) ?

_2y - n2+1 4n+3 (-1)"
) ( n ) ®) n © 3n+4 ©) n
2. Considere um triangulo equilatero, [4BC], com AB =1. C

Unindo os pontos médios dos lados desse triangulo, obtém-se um
segundo triangulo; unindo os pontos médios dos lados do segundo
triangulo, obtém-se um terceiro triangulo. Continuando a proceder
deste modo, obtém-se uma sequéncia de N triangulos, sendo

\
n>4. \
. I A A\
Na Figura 1, representam-se o0s primeiros quatro triangulos da )
sequéncia. /
Mostre que a soma dos perimetros dos N triangulos da sequéncia A / B
€ menor do que 6 unidades, qualquer que seja o valor de n . Figura 1

% 3. Considere todos 0os nimeros naturais de seis algarismos que é possivel formar com os algarismos de

la 9.

Destes numeros, quantos tém exatamente dois cincos?

(A) 98 415 (B) 61440 (C) 36 015 (D) 25200

4. Seja E, conjunto finito, o espaco amostral associado a uma experiéncia aleatoria, e sejam A e B dois
acontecimentos (ACE e BCE).

Sabe-se que:
« A e B sfo acontecimentos equiprovaveis;
« P(4)=0,6;
- P(4UB)=0,7.

Determine o valorde P((AUB)|B) .

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.
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% 5. Uma certa composi¢do geométrica é formada por N hexagonos regulares inscritos em circunferéncias
concéntricas, contidas num mesmo plano, de centro no ponto V', sendo n>3.

A Figura 2 é um esquema de parte dessa composicao, e nela estdo representados trés dos N hexagonos
gue formam a composicgéo.

Figura 2

Considere o conjunto de pontos formado pelo ponto V e pelos vértices de todos os hexagonos da
composicao.

Sabe-se que, selecionando, ao acaso, dois pontos desse conjunto, a probabilidade de estes serem vértices

do mesmo hexagono € igual a S

49 -

Determine o valor de n.

bx

6. Seja f uma fungo, de dominio R , definida por f(x)=a+e”™, emque a e b s&o nimeros reais.

Sabendo que o gréfico da fungdo f contém os pontos de coordenadas (1,5) e (2,7), determine os
valoresde a ede b.

% 7. Qual é ovalorde lim

sen (2x)
x—0 X '

() 0 ® 5 © 1 ©) 2
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8. NaFigura 3, estarepresentado, em referencial
on. Oxyz , o prisma hexagonal reto
[ABCDEFGHIJKL], debases [ABCDEF]
e [GHIJKL].

Sabe-se que:

 as coordenadas dos vértices A e G do
prisma s&o, respetivamente, (4,0,0) e

13 5).

(12, 5 ,2),

« areta EL é definida pela equagéo vetorial
(x,v,2)=(=2,-8,4)+k(3,4,0), keR . Figura 3

% 8.1. Qual das seguintes equacdes define a superficie esférica de diametro [AG] »

2 _ 132 2 _ 441
@ (=824 (y= 1) +(z-1?=44L

® (=87 +(r- 1)+ (z-1? =241

4 4
©) (x—4)%+ 24+ z2=44L
16
(D) (x—4)2+y2+22:%

% 8.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine as coordenadas do vértice F do prisma.

9. Na Figura 4, esta representado, em referencial o.n. OXy, o retangulo [OABC] .

Sabe-se que:
« oponto A pertence ao semieixo positivo OX ; y E B
« oponto C pertence ao semieixo positivo Oy ; ¢
« oponto D pertence ao segmento de reta [OA] ;
« oponto E pertence ao segmento de reta [CB] ; 0 D A X
. EB=0D =94, :
3 Figura 4
. 0 =04,
- DC -DE =-T.

Determine OA .
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% 10. Seja g uma fungéo par, diferenciavel, de dominio R\ {-1,1}, tal que:

. Na Figura 5, esta representado, no plano complexo, um Im(z)

« lim g(x)=+o0;

x—1

- 9(0)<0;
¢ g(x)<0, VXE]-oo,—1[ .

Em cada um dos referenciais o.n. OXy seguintes, |, Il e Ill, estdo representadas parte do grafico de uma
funcéo e a assintota a esse gréfico, de equagdo X =-1.

0 (I D)
| Y |y Y
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1
1 ' l
11 O X -1'\o X -1 O X
| : :
1 1 1
! 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 ] 1
Justifique que em nenhum dos referenciais, I, 1l e lll, pode estar representada parte do gréafico da

fungdo g em |-oo, O[ \ {-1}.

Na sua resposta, apresente, para cada um dos referenciais, uma razdo que justifique a impossibilidade
de nele estar representada parte do grafico da funcdo ¢ em ]—oo, 0[ \ {— 1} .

triangulo equilatero, [ABC] , inscrito numa circunferéncia
de centro na origem do referencial, O . A

O ponto A pertence ao semieixo imaginario positivo.

Os pontos A e B s#o os afixos dos niimeros complexos

Z, e Z,, respetivamente . 0
N VALERAV A
A qual dos quadrantes do plano complexo pertence o afixo B
do nimero complexo 212 X7, ? \/C
(A) Ao primeiro. (B) Ao segundo.
(C) Ao terceiro. (D) Ao quarto. Figura 5
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12.

13.

14.

2illeiaf

—1-v3i

Considere, em C, conjunto dos niameros complexos, o nimero z = , com a€[0,2x] .

Sabe-se que:
e Re(z)=-Im(2);
» 0 afixo de Z pertence ao 4.° quadrante.

Determine, sem recorrer a calculadora, o valorde @ .

Para fazer obras de remodelacao das instalac6es, uma pequena empresa pretende pedir um empréstimo
a um banco, a pagar em prestacées mensais iguais.

De acordo com a proposta do banco, o valor da prestagdo mensal a pagar, P, em euros, € dado, em
funcéo da taxa de juro anual aplicada, j, em percentagem, pela expresséo

62,5]
;\-120
1—<1 +L>

p(j)= , com j>0

1200
Sabe-se que, no caso de a taxa de juro anual inicial duplicar, a prestacdo mensal aumentara 120 euros.
Determine, utilizando a calculadora gréfica, a taxa de juro anual inicial.

Apresente o resultado em percentagem, arredondado as milésimas.

Na sua resposta:
— apresente uma equacado que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na calculadora e assinale
o(s) ponto(s) relevante(s), que lhe permitem resolver a equacéo.

Considere a funcdo f, de dominio ]0,+ oo| , definida por

_Inx+2x
f(x)—ix

Resolva os itens 14.1. e 14.2. sem recorrer a calculadora.

14.1. O grafico da funcéo f admite uma assintota vertical e uma assintota horizontal.

Determine uma equacédo de cada uma dessas assintotas.

14.2. Estude a funcdo f quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos e determine
esses extremos, caso existam.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia da funcéo f.
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% 15. Na Figura 6, estdo representados, em referencial
o.n. OXy, uma semicircunferéncia de raio 2, e centro
na origem do referencial, e o tridngulo isésceles [ABC] .

Sabe-se que:
+ 0 vértice A pertence ao semieixo positivo OX ;
o vértice B pertence ao semieixo positivo Oy ;

+ o vértice C pertence ao semieixo negativo OX ;

« AB =BC ;

o lado [AB] é tangente a semicircunferéncia no
ponto T ;
Figura 6

AOT:a,aekL%L

8

Prove que a area do triangulo [ABC] é dada, em fungdo de @, por —%— .
sen (2a)

% 16. Considere as funcdes f e g, de dominio ]0,+ oo[ , definidas por f'(x) 25 e por g(x)z—% ,
com k>0.

Considere ainda:

+ dois pontos P e Q, com a mesma abcissa, pertencentes, respetivamente, ao grafico da fungéo f
e ao grafico da funcdo ¢ ;

« areta S, tangente ao grafico da fungéo f no ponto P ;
- areta t, tangente ao gréafico da fungdo g no ponto Q ;
« o ponto R, ponto de intersecgéo dasretas S e t.

Mostre que, qualquer que seja a abcissa dos pontos P e Q , a area do triangulo [PQR] éigual a k.

FIM

COTACOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. & 5. 7. 8.1. | 8.2. 10. 11. 13. | 14.1. | 15. 16. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagao (em pontos) 12 12 14 12 12 14 14 12 14 14 14 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificacao final da

. . 2. 4. 6. 9. 12. 14.2. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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1. A resposta correcta é a D, dado que:

. Iim(l—zj =Iim(1+_—2) —e?
n n

A(a:3) 4r®
. 4n+3 . n +0o 4+0 4
= lim =lim N 1= =—
3n+4 },{(%j 3, 4 3+0 3
n +00
—1)" —1)" 1 -
= se n é par, entdo Iimuzlimlzizo e se n é impar, entdo Iimuzlim—lz—zo, pelo que
n n +o n n +oo
-1)"
Iim( ) 0

Resposta: D

2. Seja (un) a sucessdo que da o perimetro do n— ésimo tridngulo. Assim, como os tridngulos sdo equilateros e como

para obter cada tridngulo, a excepcao do primeiro, unem-se os pontos médios do tridngulo anterior, vem que lado de cada
triangulo € metade do anterior, e portanto, o perimetro de cada tridngulo é metade do anterior, isto €é:

unﬂ:lun @ﬂzl, vneN
2 u, 2
. = - 1
Logo que (u, ) € uma progressao geométrica de razéo 3

Assim, como u; = 3AB =3x1, vem que a soma dos perimetros dos n tridngulos da sequéncia é dada por:

1Y 1Y 1Y 1Y
Como (Ej >0, VneN, vemque _(EJ <O<:>1—(§j <l GX[l_(Ej J<6,pelo que se conclui que

paratodoo ne N asoma dos perimetros dos n tridngulos da sequéncia é inferiora 6.
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3. Das seis posi¢Bes possiveis escolhem-se duas para os dois 5, 0 nimero de maneiras de o fazer é °C, .

Para as restantes quatro posigdes temos oito possibilidades para cada uma delas, qualquer um dos algarismos, 1, 2,
3,4,6,7,8¢e9.

Logo, o total de numeros de cinco algarismos que se podem formar com os algarismos de 1 a 9, com exactamente dois
cincos é °C, x8* =61440.

Resposta: B
4. Tem-se que:
_ P((AUB)B) P((AnB)U(BNE)) P((AnB)UD) P(ANB)
P((AUB)‘B): P(B) P(B) ~ P(B)  P(B)
Assim:

=como A e B s&o equiprovaveis, vem que P(B)=P(A), pelo que:
P(A)=0,6 <1-P(A)=0,6 < P(A)=0,4< P(B)=0,4

- P(AUB)=0,7<P(A)+P(B)-P(AnB)=0,7 < PA) +1-P(B)- P(A) +P(ANB)=0,7<
P(A)-P(ANB)

< +1-0,4+P(AnB)=0,7<P(AnB)=0,7-1+0,4< P(AnB)=0,1

Logo, P((Au I§)‘B):% :%:

S

5. Cada hexagono tem seis vértices, pelo que, como sdo n hexagonos, vem que existem 6n vértices nos n hexagonos.
Como se escolhem dois pontos do conjunto formado pelo ponto V e pelos 6n vértices, vem que o numero de casos
possiveis é:

©o2(en+1-2)!  2x (6n-I)!

O numero de casos favoraveis é nx °C, =15n, que é o nimero de maneiras de escolher dois vértices de um dos n

! 6n+1)x6nx (6 !
onic, = (6n+1) _(6n+D)x XM=3n(6n+l)

hexagonos.

154 5 5 B

Assim,para ne N, tem-se, ——-——=—o ——="—<6n+1=49<6n=48<n=_8.
3A(6n+1) 49 " 6n+l 49
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6. Como os pontos de coordenadas (1,5) e (2,7) pertencem ao gréfico de f ,vemque f(1)=5¢e f(2)=7, pelo

que:
b
f(1)=5 [a+e*=5 |¢€ =5-a e”=5-a e’ =5-a
= = = = =
f(2)=7 |a+e™?=7 a+@ﬂ2=7 a+(5-a)’=7 |a+25-10a+a’=7
e =5-a
P =5_3 e”=5-a
= = 2 =
a’-9a+18=0 azgiJﬂg)—4Xb48 a=3 v a=6
2x1

Assim, para a=3,vem que €’ =5-3«< e’ =2<b=In2,epara a=6,vemque e’ =5-6<e® =—-1, que &
uma equagao impossivel, peloque a=3 e b=In2.

sen(2x) (%j

7. lim = lim zsenXCOSX:IimsenxxIim(Zcosx)=1><Zcos(0)=1><2><1:2.
x—0 X x—0 X x=>0 X x—0
Resposta: D
8.
8.1. O centro da superficie esférica & o ponto médio do segmento de recta [AG] , isto é:
0+13
4+12 2 0+2 , 13
M[AG] T , OU sgja, M[AG](S,ZJJ
2
A medida do raio é dada por AM =, [(4—8)° + 013 +(0—1)2=\/16+@+1=\/£1=2—1
4 16 16 4
Assim, a equac&o da superficie esférica de didmetro [AG] € dada por:
2 13 2 (21Y 2 13 2 44
X=8) +|ly—-—| +(z-1) =| = | & (x=6) +|y——| +(z-1) =—
-8 +( -2 (21 = 2] o (x-6 oy 2] +(a-27 -
Resposta: A
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8.2. Como o prisma é hexagonal e recto, vem que recta FG é paralela a recta EL , pelo que um vector director da recta
FG é o vector de coordenadas r(3,4,0).

Assim, como arecta FG, contém o ponto G, vem que uma equagao vectorial da recta FG é:

(x, y,z)=(12,§,2j+ k(3,4,0), keR

Logo, as coordenadas do ponto F s&o da forma F (12 + 3k,% + 4k, 2) )

Mas os vectores AF e F sdo perpendiculares, pelo que AF -F =0.

Como AF =F — A=(12+3k,%+4k,2}—(4,0,0)=(8+3k,%+4k,2j , tem-se que:

ﬁ-?=O<:>(8+3k,%+4k,2]-(3,4,0)=0<:>3(8+3k)+4(%+4k]+2x0=0<:>

< 24+9k+26+16k=0< 25k =-50 = k=-2
13 . 3
Logo, F 12+3><(—2),?+4><(—2),2 ,ou seja, F 6,—5,2 :

9.Seja ae R", aabcissa do ponto A. Assim, OA=a.

Assim:

= como OD = % vem que oD =% e como D pertence ao eixo Ox , vem que D(%,OJ

= como O_Cz%,vemque sz%,vemqueaordenadade E é %.

Por outro lado, C_Ezo_/-\—ﬁzo_A—%za—%:Z—:,vem que aabcissa de E & 2—:;'jl,eportanto E(Z—;,%j
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}!'. %
C 2 s
i a |

3 ! a
0 D 2 4 x

Tem-se que:

: ﬁ:C—D=(Q%)‘[§’OJ=(_%’3J
oeo=(F 5305

2 2 2
Portanto, DC-DE:—7@(—%,%j-(g,gj=—7<:>—a—+a—=—7<:>—%:—7<:>/a2 — 7 x144 &

< a’=144 < a=+144 < a=12
a>

. OA=12
10.

I. Afungdo g é diferenciavel em R\{—l,l} , pelo que também o é em x =0, pelo que é continua em x =0. Logo,

Iirrgg(x):g(o) e, portanto, como g(0)<0, vem que Iirrgg(x)<0. Logo, o grafico da opgdo | ndo pode

representar a fungdo g dado que o limite quando x tende para zero por valores a esquerda é positivo.

I1. Dado que g'(x)<0 paratodoo xe ]—oo,—l[, vem que g é decrescente em ]—oo,—l[, pelo que o gréfico da

opcdo |1 ndo pode representar a fungéo g, visto que a fungéo representada neste gréafico é crescente em ]— 00, —1[ .

I11. Como a fungdo g é par e como Iirrllg(x)=+oo, vem que Iirq+g(x)=+oo, pelo que o grafico da opgao |11
X—> X—>—

nao pode representar o grafico de g, dado que nesta opgao o limite quando x tende para —1 a sua direita é —oo .
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11. Tem-se que um argumento de z, é % e, dado que o tridngulo [ABC] é equilatero, um argumento de z, é

2r Irx

T
=
2 3 6

Assim, sendo r a medida do raio da circunferéncia, vem que OA=0B =r e€:
2
T I : 3 I : iz 137 137 T
2 iz i~ I(foj i—— |[n+—) |(——2n) iz
(z,) ><22=(I’ez) xre 8 =re' ¥ xre 6 =rl%¢' ®/=r% 6 =r%\ ¢ /=r%6
o : p/s o , 2
Logo, como o angulo de amplitude 5 pertence ao primeiro quadrante, vem que o afixo de (zl) x z, pertence ao

primeiro quadrante.
Resposta: A

12. Como o afixo de z pertence ao quatro quadrante e satisfaz a condigédo Re(z)=—Im(z), isto é, o seu afixo pertence

p oy . , T
também a bissectriz dos quadrantes pares, vem que um argumento de z é VE

Tem-se que:
(4
- 21" =21 xi® = 2x1x(~i)=-2i=2e " ?

—1—\@‘:«[(—1)2 +(—\@)2 =J1+3=+4=2 esendo & um argumento de —1—+/3i, vem que:

tgld = _—\/15 =J3¢e0 pertence ao terceiro quadrante = % +r= 4?7[

A
Logo, —1—+/3i = 2¢ 3

ojilai ) Zei[’%)eia zei(,%m,%”J Zei(a,%J

. A
1 J§| Ze?

Assim, z =

Portanto, 0{—%2—%4-2(7[, keZ@az%—%+2k7z, keZ@azlg—ﬁJerﬂ', keZ

197
o =—

2 =0
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13. Tem-se que se a taxa duplica, entdo o juro a pagar é dado por p(2j) .
Assim, pretende-se determinar j >0 tal que p(2j)=p(j)+120

YA

25

(3.281,854)

4

0] ~ 3,281

Logo, j ~3,281%.

14,
14.1.

Assimptotas verticais

In(0* —
lim £ (x)= lim MX2X_ jim ('”—X+%J= ( )+2= X o 2=—+2=—o
x—0* x—0* X x—=0" X )( 0

Logo, a recta de equagdo x =0 é assimptota vertical ao graficode f .
Como f é continuaem ]O,+oo[ , 0 seu grafico ndo tem mais assimptotas verticais.

Assimptota horizontal

lim f(x)= lim DXF2X 20 iy ['”—ﬁ%} lim "X 2_042=2
X—>+00 X—>+00 X x—+o| X X—+o X

Limite notavel

Logo, a recta de equagdo y =2 é assimptota horizontal ao graficode f , quando x — +.
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14.2. Tem-se que:

1
Inx+2x)' _(Inx+2x)'><x—(lnx+2x)xxr (X+2j><x—(lnx+2x)x1

X

N x?

100 (

X
=+ 2% —Inx—
X 4 %_1—Inx
X2 X2
. f’(x)=0<:>1_|2nX:0<:>1—Inx:0 A X200 —-Inx=-1 A x20Inx=1 A X200

X

o x=e' A Xz0o x=e A X0

Elaborando um quadro de sinal de f' e relacionando com a monotonia de f , vem:

X 0 e +©
1-Inx nd. 4 0 —

x? nd. + + +

f nd. /l max. \‘

Afungdo f & crescente em ]0,e], é decrescente em [e,+oo[ e tem maximoem x=e, que é:

26 1

Ine+2e 1+2e 1
f(e)= = =—+—=="+2
(e) e e e £ e

15. Consideremos a figura:

te
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A érea do tridngulo [ ABC] é dada por % _ ZoAx0B_ OAxOB.

Ac-20A  Z

Como a recta AB ¢é tangente & circunferéncia no ponto T , vem que os tridngulos [OTA] e [OTB] s&o rectangulos

em T, pelo que:

ACxOB ZOAx(ﬁ_—AX—B_ 2 2 4 _ 4x2 8
2 A0 [Z cosa sena senacosa 2senacosa  sen(2a)
=sen(2c)

16. Seja a a abcissa dos pontos P e Q.

Assim, como P e Q pertencem aos gréficos de f e g, respectivamente, vem que:

P(a, f(a)), ouseja, P(a,gj e Q(a,g(a)), ouseja, P(a,—gj

Tem-se que ff(x):(hj =k ><X—2k><x :OXX_ZkX]':_LZ o g’(X)z(—Ej :_(E) =£2
X

Logo:

= sendo s a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a , vem que m, = —Lz ,peloque s:y= —sz +b,
a a

Como P(a,E) pertence arecta s, vem que Ez—Lx,a(+blc>b1=5+5<:>b1=%
a a a? a a a

Portanto, s:y =—i2x+%
a a
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= sendo t a recta tangente ao gréfico de g no ponto de abcissa a, vem que m, = Lz peloque s:y= sz +b,
a a

Como Q(a,—h] pertence arecta s, vem que —Ezllx,a{erz = =—E—5<:>b2 =—2—k
a a a a a a

Portanto, t: y—ix—&
a’

a

= determinando as coordenadas do ponto de interseccdo das rectas s e t, vem que:

k2kk2k2k2kkk4)(2J(

—— Xt —==X—— O —F+ — ==X+ XS = =—<:>4a 2X <> x=2a
> a a° a a a a a’ A a? a
A ordenada do ponto de intersecgéo € y = —- Z,a’ _2k 2k 2k =0=R(2a,0)
a a

A altura do triangulo [ PQR] é dada por 2a—a =a, pelo que a drea do triangulo [PQR] ¢ dada por:
leQxazlx E—(—Ej xa:lx(5+k) L Zk /5( k
2 2 2 la a 2 la a Z A

FI1 M
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICACAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELECAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, a transcricdo do texto da opcgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUCAO

Nos itens de construgéao, os critérios de classificagdo podem apresentar-se organizados apenas por niveis de
desempenho, por pardmetros, com os respetivos niveis de desempenho, ou por etapas.

Nos itens em que os critérios de classificagéo se apresentem organizados apenas por niveis de desempenho,
a cada nivel de desempenho corresponde uma dada pontuagédo. Se permanecerem duvidas quanto ao nivel
a atribuir, deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta
que nao atinja o nivel 1 de desempenho € classificada com zero pontos.

Nos itens em que os critérios de classificacdo se apresentem organizados por paradmetros, a classificagdo
a atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas aos pardmetros seguintes: (A) Conteudos,
(B) Linguagem cientifica. A atribuicao da classificacdo de zero pontos no parametro (A) implica a atribuigdo
de zero pontos no parametro (B).

Nos itens em que os critérios de classificagdo se apresentem organizados por etapas, a classificagdo a
atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagdo dos
critérios de desvalorizagdo definidos para situacdes especificas.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos

curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da funcéo ou dos graficos das fungdes

visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as
respostas aos itens de construgéo cujos critérios se apresentem organizados por etapas:

Situacéao

Classificagao

1. Utilizacdo de processos de resolu¢cdo que néo estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolugéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugcao
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolugdo que néo
respeitem as instrugbes dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo néo é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam sao pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacéo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

Aresposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentagao de calculos ou de justificagbes
necessarios a resolugao de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacao explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificacdes.

Se a resolugéo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta é pontuada com
a pontuacéo prevista.

Caso contrario, a etapa € pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que néo
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.

Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item &
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir é a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigéo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolucao de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

8. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na
resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa em que o
erro ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagéo

Classificagao

9. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de
conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugao
de uma etapa.

A pontuagcdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuacgao prevista.
As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10. Resolugao incompleta de uma etapa.

Se a resolucéo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagéo da etapa; caso contrario,
a pontuagdo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagao prevista.

11. Apresentagdo de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentacado de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12. Apresentagédo do resultado final que n&o respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fragéo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto a pontuagao da etapacorrespondente
a apresentacéao do resultado final.

13. Utilizagao de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagao do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14. Utllizacdo de valores aproximados numa etapa
quando deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuacdo maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
€ a parte inteira de metade da pontuacao prevista.

15. Apresentagdo do resultado final com um numero
de casas decimais diferente do solicitado, ou
apresentacdo do resultado final incorretamente
arredondado.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

16. Omissao da unidade de medida na apresentagéo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuagéo prevista.

17. Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a
caracterizagdo do desempenho, a classificagdo a atribuir
a resposta nao é desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagao
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagdes atribuidas, salvo se houver indicagcdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18. Utilizacao de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

— nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolu¢do que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugédo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas sdo pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificacado; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuacao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

Reconhecer que os perimetros dos tridngulos da sequéncia s&o termos
consecutivos de uma progressao gEOMELHICA .......ccveeevevviiiiiiiiiiiiie e

Identificar a raz&o da progresséo (%) ..................................................................

Identificar o primeiro termo da progressdo (3) ......ccovvvvvviveieeeiiieeeeeeeee s
Mostrar 0 pretendidO ........eeeeeiiie s

Esta etapa pode ser resolvida por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Escrever uma expressao para a soma dos perimetros dos

1 n
- (3)
N triangulos | S, =3 X 721 ,ou equivalente | ..o 3 pontos
2
l n
Reconhecer que 1— <5> <1 & uma condigéo universal ......... 4 pontos
Concluir o pretendidO .....ocveeeiiiiiiiieii 2 pontos

2.°Processo

Escrever uma expressdo para a soma dos perimetros dos

1=(z)

N triangulos |S,, =3 X o equivalente | .................... 3 pontos
2
Calcular o limite da sucessao de termo geral S, .......cccovvvieeneen. 3 pontos
Referir que (Sn) € CreSCENTE  ..oviiiiiiiiiiiie e 2 pontos
Concluir 0 pretendidO .....vvveeveeieeeiie e 1 ponto
Opcao (B)

................ 12 pontos

................ 14 pontos

2 pontos

2 pontos

1 ponto

9 pontos

................ 12 pontos
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_ P(4UB)NB)
Escrever P((AU B)| B) = = et 1 ponto
OBter P(A) (0,4) oo 1 ponto
Reconhecer QUE P(B) = P(A) oo 1 ponto
Obter P(B) (0,6) oo 1 ponto
Reconhecer que (AUB)NB=ANB ..o 3 pontos
Escrever P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B) (ouequivalente) ................. 1 ponto
Obter P(AN B) (0,3) oo 2 pontos
Escrever P(ANB)=P(A4)— P(AN B) (ouequivalente) ...........ccccocevrrumn... 2 pontos
Obter P(ANB) (0,1) oo, 1 ponto
Obter o valor pedido (%) ..................................................................................... 1 ponto
Identificar o nimero de casos possiveis com
6710, (oucom F145) (VEr NOtA 1) wivveerierreicierreesiinenesestseseestseenes 4 pontos
Identificar o numero de casos favoraveis com
6C2 X n (ou, tendo em conta a etapa anterior, com 6A2 X n) (ver nota2) ... 4 pontos
oC
) hXn _ 5 .
Escrever a equagéao 76”+1C2 =29 (ou equivalente) ......ccccceviiiiiiiiiiiiiie e 3 pontos
Obter 0 valor pedido (8) ...ttt 3 pontos
Notas:
1. Se aexpressao apresentada néo for equivalente a 6n+l C, (oua 6n +11612 ), a pontuacao
a atribuir nesta etapa é 0 pontos.
2. Se a expressao apresentada ndo for equivalente a 6C2 X n (ou, tendo em conta a
etapa anterior, a 6A2 X n), a pontuagéo a atribuir nesta etapa é 0 pontos.
Reconhecerque f(1)=5 eque T(2)=7 oo 3 pontos
Escrever a+e?=5 A a+e?P =7 (ouequivalente) ..........coomevrevieeenien, 2 pontos
Obter as solucdes da condicdo a+e?=5 A a+e22=7 oo, 9 pontos

Obter e2? —eb —2 =0 (ou equivalente) ou

a2—9a+18=0 (0uequIvalente) .........ccccocoworecreereereesrereesrennnn 4 pontos
Obter =2 V eP==1 ou a=6V a=3 oo, 2 pontos
Reconhecer que eb=—1 éuma condicdo impossivel ................. 1 ponto

Obter os valores pedidos (a=3 € b=1In2) .ccoovrvvrirreririnnnnn, 2 pontos

14 pontos

14 pontos

14 pontos
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© eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessesssssssssssseeieieeeeeeeeeeeteseeeeseeeesestennnnnnnnnnnn T aaaaaaetettttetttt.——.—.tatannnnnnaaaaaeeaees 12 pontos

PP PPPPPPPTINN 12 pontos

e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesssssssssssssssseeeeeseseeeeeeeeetesstesessssssssstssnnnnnnnnnaattaaataaaeaaaaetettttteetternrnnhnnnnnnnnan 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Reconhecer que a reta EL ¢ perpendicular ao plano ABC ............ccoceevnene. 1 ponto

Identificar o vetor de coordenadas (3, 4, 0) como vetor normal

a0 Plano ABC ..o 1 ponto
Obter uma equagéo do plano ABC ... 4 pontos

Escrever 3x+ 4y +d =0 .o 2 pontos

Escrever 3 X 4+ 0 =0 oot 1 ponto

Obter o valor de d (—12) ..o 1 ponto
Reconhecer que areta FG éparalelaareta EL ......ccoooiiiiiiviiic, 2 pontos

Reconhecer que as coordenadas do ponto F

sdo da forma (12 + 3k, % + 4k, 2) ................................................................ 2 pontos
13 \ .

Escrever 3(12+3k) + 4( 5t 4k)—-12=0 (ouequivalente) ..................... 1 ponto

Obter 0 valor de K (—2) .ovoioicciicie et 2 pontos

Obter o pedido <<6, - %, 2)) ............................................................................ 1 ponto
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2.° Processo
Sejam (a, b, ¢) as coordenadas do ponto F.

Reconhecer que o vetor AF & perpendicular ao vetor

de coordenadas (3,4, 0) oo 2 pontos
Determinar, em funcdo de a, b e C, as coordenadas do vetor AF .. 2 pontos
Escrever 3(a—4)+4b=0 (ouequivalente) ..........ccccceecvrrererrereeererennnnns 2 pontos
Reconhecer que o vetor G4F> € colinear com o vetor

de coordenadas (3,4, 0) ..o, 2 pontos
Determinar, em funcdode a,b e C, as coordenadas do vetor GE oo 2 pontos

_13
a—12 b 2
Escrever 3~ 2 Ac—2=0 (ouequivalente) ........cccccererueruenenn. 2 pontos
Obter o pedido ((6, - %, 2)) ............................................................................ 2 pontos
U, WP - W S 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.

1.° Processo

Seja a a abcissa do ponto A .

Reconhecer que as coordenadas dos pontos C, D e E sao, respetivamente,

05) (5:9) e (34)

(,4, 37 e 3 24 | e s 3 pontos
Determinar as coordenadas de DC em fungdode @ ..coooeeiiiiiiiii 3 pontos
Determinar as coordenadas de ﬁ emfungdode A ....ccccccvviiiiiiiiiiieeeen 3 pontos
Obter D—C)-ﬁz—%x%+%x% ................................................................ 3 pontos

a’ , a’ ,

Escrever 9 + 16 =—7 (OU €qUIVAIENTE) .......ccveereiecreeeeeeee e, 1 ponto
Obter 0 valor pedido (12) ... i 1 ponto
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2.° Processo

Seja P a projecdo ortogonal de E no segmento de reta [OA] .

Escrever FC" = FO> + &f ................................................................................. 2 pontos
Escrever D_E) = ﬁ + ITE) .................................................................................. 2 pontos
Escrever FC'> . DE = (D—O) + O—C)) : (ﬁ + ﬁ) .............................................. 1 ponto
obter DC - DE = DO-DP + DO PE +OC+DP + OC+ PE oo, 2 pontos
Obter Tﬁ:ﬁﬁ+@ﬁ .......................................................... 2 pontos
Reconhecer que | DO = DP | coovovoeeoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1 ponto
obter DC - DE =— 04 X 04 + 04 X OA 2 pontos
3 3 4 4
Escrever —0‘942 + % =—7 (ou equivalente) ..........ccccceviveriieeiieiie e 1 ponto
Obter 0 valor Pedido (12) ...oceiieerrrieieieeeeee e 1 ponto

3.°Processo

Seja @ o comprimento de [OA4] e seja @ aamplitude do angulo CDO .

Escrever DC « DE = | DC || DE | cos (EDC) ooooovvooociiivieoeoeioeeeeeee 1 ponto
Reconhecer qUe || DC || = [| DE || cwvovveeeemeeeeieeiiieiiee it 1 ponto
Obter || DC || €M fUNGEO dE @ ..oocvvoeeeeceeeeeee e 2 pontos
CalCUIAr COS(EDC) oot 8 pontos

Reconhecer que CDO = ADE oottt 1 ponto

Reconhecer que EDC =T — 20 .ociiiiueerioestoeeeeeeeeeeeeeseeesreseeen 1 ponto

Escrever oS (T —2@) = —COS(2@) cooorrereeeeeereeereeereeereeia, 1 ponto

Escrever cos(2a@)=cos’a —sen’a (ou equivalente) ............... 1 ponto

Obter 0 valor d& COS @ /ioioviiiiiie et 3 pontos

Obter 0 valor de (COS(EDC) .o 1 ponto
obter DC - DE -em fUNGAO A€ @ .oiiiiiiiiiiii e 1 ponto
Obter o valor pedido (12) ......c.coveviiiiiiieee e 1 ponto
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L 14 pontos

Topicos de resposta

e Justifica a impossibilidade relativa ao referencial |I: Dado que ( , por ser diferenciavel, é continua, tem-se
lim g(x)= g(O) < 0 . Nafungao representada no referencial |, o limite quando X tende para 0, por valores &
x—0"

esquerda, é positivo .

e Justifica a impossibilidade relativa ao referencial Il: Dado que g'(x) <0,V x € |-o0, 1] , g & decrescente
em |—oo, —1[ . Afungao representada no referencial Il ndo é decrescente no intervalo |—oo, —1] .

e Justifica a impossibilidade relativa ao referencial Ill: Dado que g ¢é par e lim g(x)=+ oo, tem-se
x—1-
lim g(x)=+ oo, oque ndo se observa na representagéo grafica do referencial Ill.
x——=1*
Parametros Niveis Descritores de desempenho Pontuacéo
5 Apresenta, de forma completa, as trés justificacdes. 12
4 Apresenta, de forma completa, duas justificagdes e, de forma incompleta, 10
uma justificacéo.
Apresenta, de forma completa, apenas duas justificacées.
3 OU 8
Apresenta, de forma completa, uma justificagdo e, de forma incompleta,
A duas justificagdes.
Contetdos
Apresenta, de forma completa, apenas uma justificagdo e, de forma
incompleta, apenas outra justificagao.
2 5
Oou
Apresenta, de forma incompleta, as trés justificagdes.
Apresenta, de forma completa, apenas uma justificagcéo.
1 ou 3
Apresenta, de forma incompleta, apenas duas justificacdes.
B 2 Utiliza adequadamente o vocabulario especifico da Matematica. 2
Llr)gurju%;em Utiliza, embora com uma ou mais falhas, o vocabulario especifico da
cientifica 1 " 1
Matematica.
L. oo e e e e S e e e e e ettt e e et ettt ittt te—nta—n e e e e e e e e e e ee et ee ettt ettt e et tetetnnrnn i aaeneaeaeaeens 12 pontos
Opgéao (A)
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13.

SUDSHLUIN 111 POT =1 oo 1 ponto
Escrever —2i= 2613% (OU €qUIVAIENTE) .....eovicvicciecic e 2 pontos
Obter Zeig_ﬂ X e'® = 28[(32_”w) (OU eqUIVAIENEE) ..ocvecveeiiiciicie e 1 ponto
Escrever —1— «/? I na forma trigonomMEtrica ..........ccccoeeveveeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3 pontos
Determinar | =1 — /3 | woovoeeeeeeeeeeeeeeeseeeee e 1 ponto
Determinar um argumento de —1— x/gi ..................................... 2 pontos
Obter z = e[(%w) (OU eqUIVAIENTE) ...eeiiiiiiiiie e 2 pontos
Reconhecer que z = eﬂ“ﬁ (ou equivalente) .......ccccvveiiiiiee e 2 pontos
Concluir que @ = 119—277 + 2k, K€ Z (ouequivalente) ...........ccoevvvevrerenennn. 2 pontos
Obter o valor pedido (119—;) ............................................................................... 1 ponto

Identificar a prestagdo mensal apos o acréscimo de 120 euros

COM P ) A 120 e et 2 pontos
Apresentar a equagdo p(27)= p(j)+120 (ou equivalente) (ver notal) ... 3 pontos
Representar o(s) grafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na calculadora que
permite(m) resolver a equagao (VEr NOTA 2) iioiiiiiiiiiiiiiiiiaeee e 5 pontos
Assinalar 0 ponto relevante ... 2 pontos
Apresentar o valor pedido (3,281%0) ........ccccoeiieiiiiieieeeee e, 2 pontos
Notas:

1. Se nao for apresentada qualquer equacao, a pontuacéo a atribuir nesta etapa é 0
pontos. As restantes etapas séo pontuadas de acordo com o desempenho, desde que
seja inequivoco que correspondem a resolugéo da equacéo que traduz corretamente
o problema.

2. Se nao for apresentado um referencial, a pontuagdo a atribuir nesta etapa é
desvalorizada em 1 ponto.

14 pontos

14 pontos
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Determinar uma equagéo da assintota vertical ..........ccccccceiiiiiini, 6 pontos

Esta etapa pode ser resolvida por, pelo menos, dois processos.

1.°Processo

Reconhecerque lim INX=—00 .cccoiviiiiiiiiiiieieee e, 2 pontos
X—0*
Obter 1M f(X) = — 00 ooiiiiiiieece e 2 pontos
x—0*
Concluirque X =0 ¢é uma equacéo da assintota vertical ....... 2 pontos

2.° Processo

Referir que a fungédo f & continuaem 0,4+ co| .ocooovveveenee. 4 pontos
Concluirque X =0 é uma equacéo da assintota vertical ....... 2 pontos
Determinar uma equacao da assintota horizontal .....................cccinne 8 pontos
Escrever lim Inx+2x _ lim <1n_x + 2) ...................... 2 pontos
X —+o0 X X—+oo \ X
Reconhecer que lim (M + 2> = lim DX, 1 ponto
X—>+oc \ X X—+00 X
. Inx _
Reconhecerque 1im === =0 .....cccooviiiiiiiieiie e iiaii s 2 pontos
X—+o00 X
Obter LM f(X) =2 i 1 ponto
X —+0o0

Concluir que Y =2 ¢é uma equagao da assintota horizontal .. 2 pontos

Determinar f'(x) (VEI NOTA L) eeiieiiiiiee e 3 pontos
ESCrever (X)) =0 i 1 ponto
Determinar 05 Z€ros de T/ i 2 pontos
Apresentar um quadro de sinal de f’ e de monotoniade f ..........ccocevvnnnn, 4 pontos
Apresentar os intervalos de monotonia de f (ver nota2) ......cccceceevvveennn. 1 ponto
Reconhecer que 0 extremo relativo €  f(€) ..ocooooioeiiiicieiiieeceeec e 1 ponto
Determinar f(e) <% +2,0u equivalente) ................................................... 2 pontos
Notas:

1. Se for evidente a intencao de determinar a derivada da fungdo, a pontuagdo minima
a atribuir nesta etapa € 1 ponto.

2. Se for referido que a fungdo f é crescente em [0,e[ , emvezde [0,e], e
decrescente em ]e, + oo[ , emvezde [€, + oo| , esta etapa deve ser considerada
cumprida.

14 pontos

14 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.°Processo

2 < Vs ) .
Escrever === =C0S| "~ — @) (ouequivalente) ..........cccccorrrrrrrrrrrririiiiiiein e, 3 pontos
OB 7 (ou eq ) P
Obter OB = e 2 pontos
sen
2
ESCIEVEI == = COS ( oiiiiiiiiiiiiittet et 2 pontos
04 P
Obter OA4 = e 1 ponto
cos a
Reconhecer que AC = e 1 ponto
cos

|dentificar a area do triangulo [ABC] com

4 2
cos & 7 Sen & (OU €qUIVAIENEE) ...eiiiiiiiiiiie 2 pontos
Obter S . . ¥ 4 1 ponto
2sena cosa
(070] o T [U ]| o TN o] =] (=12 o | To o TSRS 2 pontos
2.° Processo
Reconhecer que @ éainclinagdodareta OT .......ccocoeviiiiiiiiiicicceeeeee, 1 ponto
Reconhecer que o declive da reta AB é R 1 ponto
sen
Reconhecer que as coordenadas do ponto. T sdo (2cosa,2sena) ............. 1 ponto
Cos & ;
Escrever y=—-—"""2x + b (0U equivalente) ..........ccccevevveieviiieieieieieee, 1 ponto
Y= ena (oueq ) p
o T 1 ponto
sen «
Reconhecer que OB = G 1 ponto
sen &
Determinar a abcissa do PONto A ......c.ooiiiiiiiie e 2 pontos
Escrever —COS&y ¢ 0 e 1 ponto
sen & sen «
Obter X = R 1 ponto
Cos ¢
Reconhecer que AC = e 1 ponto
CoS ¢

|dentificar a area do triangulo [ABC] com

4 2

cosa 3 sen & (OU eqUIVAIENEE) ...eiieiiiiiiie e 2 pontos
Obter e 1 ponto

2sena cosa
Concluir 0 PretendidO  ...vuvveeecci e 2 pontos

14 pontos
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R 14 pontos

Designe-se por a a abcissa dos pontos P e Q.

Reconhecer que as ordenadas dos pontos P e Q s&o, respetivamente,

k e L 2 pontos
a a

Determinar /(X)) € @/(X) oot 2 pontos
Obter as equagdes das retas tangentes aos graficos das fungdes f e @,

respetivamente, nos pontos P e Q ..o 2 pontos
Determinar as coordenadas do ponto R .......ccocvviiiiiiiiicieee e 2 pontos
Reconhecer que @ é a altura do triangulo [PQR] relativa ao lado [PQ] ........ 2 pontos
Reconhecer que %Tk € o0 comprimento de [PQ] .............................................. 2 pontos
Concluir 0 Pretendido ......c..eviiiiiiiiie e —————————— 2 pontos

COTACOES

As pontuagbes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 3. 5, 7. 8.1. | 8.2. | 10. 11. 13. [14.1.| 15. 16. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagao (em pontos) 12 12 14 12 12 14 14 12 14 14 14 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificagéo final da

. . 2. 4. 6. 9. 12. 14.2. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
Cotacgéo (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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classificagao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Para cada resposta, identifique o item.
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E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

2 (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r% (r — raio)

Volume de uma piramide: L Area da base x Altura

3

Volume de um cone: % X Area da base x Altura

Volume de uma esfera: 7,3 (r — raio)

3

Progressodes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

U+ u,

Progressao aritmética: Xn

1—r"
1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos
(p elf) = p" oinf

- -0 T
Woel =np T (kef0,....n—1} e neN)
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Regras de derivacao

(u+vy=u+

(uv)y=uv+uv

’

<1): wv—uyv
v VZ
W =nu""'u (n€R)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —4

cos?u
() =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})

f_u
(Inu) = p

(logouy = — (ac R\ {1})

Limites notaveis
. 1V _
hm(l +;> =e¢ (neN)

lim SEOX — |
x=0 X




% 1. Qual das expressées seguintes & termo geral de uma sucessdo mondétona?

*

2 (—l)n 7 1
(A) (n-5) B) 3 © (-2) ©)

. Uma composigdo geomeétrica € constituida por uma sequéncia de 25 semicircunferéncias em que, a

excegao da primeira, o raio de cada semicircunferéncia € o dobro do raio da semicircunferéncia anterior.

A Figura 1 representa parte dessa composi¢gdo, em que ¢}, ¢, € c¢3 sao as trés primeiras
semicircunferéncias, com 1 cm, 2 cm e 4 cm de raio, respetivamente.

C;

Figura 1

Determine o comprimento total da linha obtida com esta composicdo geométrica.

Apresente o resultado em quildmetros, arredondado as unidades.

. Seja ) o espaco amostral associado a uma certa experiéncia aleatéria, e sejam A e B dois

acontecimentos (4 CQ e BC Q).
Sabe-se que:

« P(AUB)=0,8;

« P(ANB)=0,5.

Qual é o valorde P(B) ?

(A) 0,2 (B) 03 (€) 0.5 (D) 0,6
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4. O Rui tem nove bombons com recheio de frutos secos: quatro de améndoa, dois de avela e trés de noz.

*

4.1. Numa caixa com nove compartimentos, numerados de 1 a 9, o Rui vai colocar, aleatoriamente, os

nove bombons, um bombom em cada compartimento.

Os nove compartimentos estao dispostos em trés linhas por trés colunas, como se ilustra na Figura 2.

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Figura 2

Determine a probabilidade de uma das trés linhas ficar preenchida com trés bombons de améndoa.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

4.2. Aos nove bombons com recheio de frutos secos, juntam-se vinte e dois bombons com recheio de

caramelo.
Selecionam-se, sucessivamente, ao acaso e sem reposic¢ao, trés bombons.
Considere os acontecimentos:

A: «o primeiro bombom tem recheio de frutos secos»;

B: «o segundo bombom tem recheio de frutos secos»;

C: «o terceiro bombom tem recheio de caramelo».
Justifique, sem recorrer a férmula da probabilidade condicionada, que o valor da probabilidade
P(C|(4nB)) ¢ 2L

29

Na sua resposta, tendo em conta o contexto descrito:

* interprete o significado de P(C | (A N F)) ;

* explique o valor do numerador e o valor do denominador da fragao apresentada.
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5. Na Figura 3, esta representado, em referencial o.n. Oxyz , z
o prisma triangular reto [OABCDE] , de bases [OAB] e
[CDE] . D

Sabe-se que: C E
« as coordenadas do ponto 4 sao (2 @, 6, O) ;

e 0 ponto B pertence ao plano mediador do segmento de

I
I
reta [OA] ; J< -
0 = <
e areta AB é definida pela equagéo vetorial MA
(‘x9yﬁz)=<0916’0)+k<‘/§>_5)0)5kER’ Aﬁ

e oponto D pertence ao eixo Oz etemcota 5.

X

Figura 3
% 5.1. Qual das seguintes equagdes define o plano que passa no ponto 4 e é perpendicular ao eixo Ox ?

(A) z=0 (B) y=6 (C) x=2V3 D) x+y+z=0

% 5.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine o volume do prisma [OABCDE] .

6. Na Figura 4, estdo representados, em referencial o.n. Oxy , a y
circunferéncia trigonométrica, o triangulo [ABC] e a reta de equacéo B
x=1.

Sabe-se que:
 oponto 4 tem coordenadas (1,0) ;
e oponto B pertence a reta de equagdo x=1; C

e C ¢ o ponto de intersecgdo da semirreta OB com a circunferéncia

trigonomeétrica;

R 1 * A
-AOB:a,O<a/<%ecosa=§. 5 >
Determine a area do triangulo [ABC] .

Figura 4
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7. Considere a fungao f, de dominio R\ {0}, definida, paraum certo @ € R™, por

—ser; (ax) se x<0
f(X): e —1
nQ2-e™)+x+2 se x>0

Resolva os itens 7.1. e 7.2. sem recorrer a calculadora.
% 7.1. Determine o valor de a para o qual existe limO f(x).
X —

7.2. O gréfico de f admite uma assintota obliqua quando x tende para +oc .

Determine uma equagao dessa assintota.

8. Para certos valoresde @ ede b (a>1e b>1), tem-se log, <§> =2.

Qual é o valor de log, (v a3 x b2) ?

@ - ®) 1> © 1 (o)

I\)‘B

9. Considere a fungdo g, de dominio [0, 77| , definida por g(x)=e*cosx .

% 9.1. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Estude a funcdo g quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos, e determine
esses extremos, caso existam.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia da fungéo g .

% 9.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais calculos numéricos.
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe, pelo menos, um ponto do graficode g

cuja ordenada é igual a abcissa, no intervalo ]%, %[ .

10. Resolva,em R , aequagdo
et —e™*
et +e™*

W=
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% 11. Na Figura 5, estdo representados, em referencial o.n. Oxy :
e uma circunferéncia, de centro na origem;
» oponto 4, ponto de intersecgdo da circunferéncia com o semieixo positivo Ox ;

» areta r, de equagdo reduzida y=x—06.

/

Figura 5

Considere que um ponto, P, partindo de A, se desloca sobre a circunferéncia, no sentido positivo,
durante 7 segundos, percorrendo mais do que uma volta.

Nesse percurso, a distancia, d, do ponto P areta r, t segundos apds o inicio do deslocamento, €
dada por
d(t)=%§(2+sent—cost) , com t€[0,7]

Sabe-se que as distadncias maxima e minima do ponto P areta r sao, respetivamente, 3x/§ +3 e

32 -3,

Durante o percurso, existem dois instantes em que a distancia do ponto P areta r é igual ao diametro
da circunferéncia.

Determine, recorrendo a calculadora grafica, esses instantes.
Apresente os resultados em segundos, arredondados as décimas.
N&o justifique a validade dos resultados obtidos.

Na sua resposta:

— apresente uma equacgao que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(ées) visualizado(s) na calculadora e assinale
os pontos relevantes, que Ihe permitem resolver a equacgao.
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* 12.
13.
* 14

Seja z um ndmero complexo de argumento T

7

Qual dos seguintes valores é um argumento de 2iz ?

61

57 9r
(A) 17 (B) 14 () >

Considere, em C, conjunto dos nimeros complexos, os nimeros

ZII—Si e 222—1—‘/51'

Determine o menor niumero natural n para o qual o nimero complexo w =

puro.

(D)

8

23

Z1+1

n

%)

€ um imaginario

Considere uma funggo, /, de dominio R , definida por /4(x)=ax?, com a+#0 , e dois pontos, 4

e B, do seu gréfico.

Mostre que o ponto de intersecgédo das retas tangentes ao grafico de 4 nos pontos A e B pertence a

reta vertical que contém o ponto médio do segmento de reta [AB] .

FIM

COTAGOES

As pontuacdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 3. 42. | 51. | 5.2. | 7A1. 8. 9.1.
obrigatoriamente para a
classificagao final.

9:2:

1.

12.

14.

Subtotal

Cotacao (em pontos) 12 12 14 12 14 14 12 14

14

14

12

14

158

Destes 6 itens, contribuem

para a classificagao final da
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéao.

10.

13.

Subtotal

Cotacao (em pontos) 3 x 14 pontos

42

TOTAL

200
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Exame final nacional de Matemética A (2023, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

1. Analisando a monotonia de cada uma das sucessoes, temos:

e a, =(n—>5)% Comoay =1; a5 =0 e ag = 1, temos que ay > as e az < ag, entio a sucessio niao é

monadtona;
(-=1)" 1 1 1 ~ R
e b, = : Comoa; = ——; a2 = - eaz = ——, temos que a; < as € ag > as, entao a sucessao nao
i n+3 4 5 6
€ monotona;
e ¢, =(—2)": Como a; = —2; as =4 e a3 = —8, temos que a; < az € az > ag, entdo a sucessdo nao é
mondtona;
1
o d,=—:
n
d d 1 1 n n+1 n—n-—1 1
1 — = —_— = = — frng = —
e " n+l n n24n n2+4n n?+n n?+n

Como n € N, entdo n? +n > 0,logo d,,+1 — d, < 0,¥n € N, ou seja, a sucessdao é monétona (decres-
cente).

Resposta: Opgao D

2. Temos que:

e sequéncia dos raios das semicircunferéncias: r,, = 277! ;

e sequéncia dos comprimentos das semicircunferéncias (semiperimeros das circunferéncias):

2X X7y,

@p = 5 =7 x2"1

Como os termos da sequéncia dos comprimentos das semicircunferéncias é uma progressao geométrica de
razdo 2, e cujo primeiro termo é ¢; = m x 20 = 7, entdo o comprimento total das 25 semicircunferéncias é
a soma dos 25 primeiros termos da sequéncia:

I

Sos =T X =7 x 33554431 ~ 1,0541 x 10® cm ~ 1054 km

3. Como P (ANB) = P(A\ B) = P(A) — P(AN B) = 0,5, entao:
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B) < P(AUB) = P(B) + P(A) — P(AN B) <

< 0,8=P(B)+05 & 0,3=P(B)
Resposta: Opgao B



4.1.

4.2.

5.1.

©

Como os 9 bombons vao ser colocados em 9 compartimentos, existem °C, formas de colocar os 4
améndoa, e por cada uma destas formas existem ®C formas de colocar os 2 de aveld nos restantes 5
compartimentos, e ainda 3C3 formas de colocar os 3de noz, nos restantes trés compartimentos, sendo
esta 1ltima, uma forma tnica de colocar os bombons de noz.

Desta forma o ntimero de casos possiveis é °Cy x° Cy x3 Cy =2 Cy x5 Cs.

Para que uma linha fique preenchida s6 com bombons de améndoa, para os restantes 6 compar-
timentos devemos selecionar 1 para colocar o de améndoa restante (°C;), 2 dos 5 compartimentos
restantes para os de aveld (°Cy) e os restantes serdo preenchidos com os de noz.

Como qualquer uma das 3 linhas pode ser a que sera ocupada pelos bombons de améndoa, o nimero
de casos favoraveis é 3 x8 C; x® Cy x3 C3 =3 x8 € x® Cs.

Assim, recorrendo a regra de LaPlace, a probabilidade na forma de fragao irredutivel, é:

3)(601 ><502 1

904 XSCQ - 7

No contexto da situacdo descrita AN B representa o acontecimento: <o primeiro bombom ter recheio
de frutos secos e o segundo nao ter recheio de frutos secos>, pelo que P (C [AN E) é a probabilidade
de que o terceiro bombom tenha recheio de caramelo, sabendo que o primeiro tinha de frutos secos
e o segundo de caramelo.

Como na primeira extracao existiam 9 bombons com recheio de frutos secos e 22 de caramelo, na
segunda extracao deverao existir 8 de frutos secos e 22 de caramelo e na terceira extragao deverao
existir 8 de frutos secos e 21 de caramelo.

9 FS L2 Ext.} 8 FS 2.4 Ext.} 8 FS 3.2 Ext.}
22 C 1FS 22 C 1C 21 C 1C

Assim, como sabendo que o acontecimento representado por A N B ocorreu, para a probabilidade
P (C’|Aﬁ B), existem na terceira extracao 21 bombons de caramelo, ou seja, 21 casos favoraveis;
num total de 8 + 21 = 29 bombons, ou seja, 29 pelo que, recorrendo a Regra de LaPlace, temos:

P(Cl4NEB) ==

Como um vetor diretor diretor da reta que contém o eixo Ox é U = (1,0,0)
e para que um plano seja perpendicular a uma reta, o vetor normal do
plano deve ser colinear com o vetor normal da reta, de entre as equagoes
apresentadas, podemos identificar a que representa um plano cujo vetor T
normal é colinear com o vetor U : !
I
I
I
|
o

e z =0, vetor normal: U4 = (0,0,1) e (0,0,1) # k(1,0,0) vk € R

y = 6, vetor normal: 3 = (0,6,0) e (0,6,0) # k(1,0,0) ¥k € R U
z = 2v/3, vetor normal: v¢ = (21/3,0,0) e (2v/3,0,0) = 21/3(1,0,0) /2\@ <A
e z+y+2z=0, vetor normal: o7 = (1,1,1) e (1,1,1) # k(1,0,0) Vke R =

Resposta: Opgao C

mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2023

3/8

5.2. Como o ponto B pertence ao plano mediador do segmento de reta [OA], designado por M o ponto
médio de [OA], temos que [BM] é a altura do triangulo [OAB] relativa a base [OA].

Assim temos que:
« 0A=1/(2v3-0)° +(6- 02+ (002 = VIX3F36 70 = VIS = 43

2
N e <.’L’A—;—xo,yA‘;‘yO,ZA;‘ZO> _ ( \/§;+0’6;070;0> = (\/3,3,0)

A equagao do plano mediador de [OA] (ao qual pertence o ponto B), é:
(2—0)24+(y—0)2+(2—0)% = (—2V3)%+(y—6)%+(2—0)? & 2%+ = 22 —42V3+12+y*—12y+36 =

& 0=—42V3+12 12y +36 © 42V3+12y —48=0 & V3z+3y —12=0

Como o ponto B pertence & reta AB, entdo as suas coordenadas sdo da forma: B(v/3k,16 — 5k,0)
pelo que podemos determinar o valor de k, substituindo as coordenadas no plano mediador de [OA]:

250

V3 xV3k+3(16—5k) —12=0 < 3k+48— 15k —12=0 < 36 = 12k < 5=k e k=3

Desta forma temos que:
e B(v3x316—-5x3,0)=(3v3,16 — 15,0) = (3v/3,1,0)

. W:\/(3\/§—¢§)2+(1—3)2+(0—0)2=\/(2\/3)2+(—2)2:\/4><3+ =16 =4

E assim, vem que:

. OAxBM _—— 4V3x4
WOABCDE]:A[OAB]XOD:+X D=%x5:2\/§x4x5:40\/§

6. Designando por P o ponto pertencente ao segmento de reta [AB] com ordenada igual & do ponto C, temos
que [C'P] é a altura do tridngulo [ABC], relativamente & base [AB], e assim, vem que:

e AB = tg o
1 ——2

Ol

e CP=zx4—zc=1—cosa=1—-=

1o AB =9-1« AB =8 < AB = 22

1 —
o tg2a+1 = —— s AB1—|—1 =
cos? o

Wl = W=
@\)—\‘»—l

3

E assim, a drea do tridngulo [ABC], é:

2
ABxCTP 2V2x3 25

A = =
[ABC] 5 5 3
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7.1. Como o dominio de f é R\{0}, para que exista lin%)f(x), entdo tem que se verificar lim+f(:c) lim f(x)
T— z—0 z—0—

Assim, temos que:
e lim f(z) = lim (In(2—e®)+2+2) =In(2—€’)+0+2=mIn(2-1)+2=I1+2=0+2=2
z—0t z—0t

x 0 0 0
° zlir(IJl_f(a’;) = Il_lf(rJl— SZ);I (7@.11:) = SeI;O(ai 1 ) = ieil 1 = 0 (Indeterminagao)

. (az) _ lim <sen (azx) " ax) _ (sen (az) Lo ) _
z—0—

z—0— €% — et —1 ax z—0~ ax et —1

(considerando y = az, temos que se x — 0™, entdo y — 0~, porque a > 0)

. seny . X . . x . 1
= lim x lim (a x =1x lim ax lim =ax lim — =
y—0— Y x—0~ et —1 z—0— z—0-e® — 1 z—0— €7 — 1

—_———
Lim. Notével %
lim 1 1
=
=ax 22 _ —gx-=aq
.. &=l 1
lim
r—0— x
N————’

Lim. Notédvel

Logo, determinando o valor de a, vem: lim f(z) = lim f(z) & 2=a
z—0t z—0~

7.2. Como o grafico de f, admite uma assintota obliqua quando z — +00, podemos determinar o declive
da assintota:

m =

lim f(x): lim In(2—e®)+x+2 — lim <1n(26)x+2)

z—+oo T T——+00 T T—+00 + T T

= lim <1><1n(2—e_1)+1+i>: lim l>< lim (1n(2—e_”))+ lim 1+ lim 3:

r—+00 xr r—+oo r——+00 Tr—+00 r——+oo I

1 2
=— xIn2-e®)+1+—=0xIn(2-1)+1+0=0xlnl+1=0x0+1=0+1=1
“+00 “+00

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—1x2z)= lim (W(2—-e*)+2z+2—2)=

T—+00 T—r—+00 T—r+00
= lim (n(2-¢")+2) =l (2-e)+2=Mm2-e")+2=n(2+0)+2=m2+2

Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do grafico de h, quando x — 400, é:

y=1xax+n2+2 < y=x+In2+2

8. Recorrendo as propriedades dos logaritmos, temos que:

b
log,, <> =2 & log,b—log,a=2 & log,b—1=2 & log,b=2+1 & log,b=3
a

E assim:

3 3 3 3 12 15
log,, (\/a>3><b2> = log, Va3 +log, b zloga(a)g—i—Zlogab: ixlogaa+2><3: §><1+6: 5—1—? =5

Resposta: Opgcao B
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9.1. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao g:
g (z) = (e®cosz) = (e%) x cosz + €% x (cosx)’ = e® cosze®(—senz) = e”(cosx — sen )
Calculando os zeros da derivada da fungao g, temos:

g () =0 & e"(cosz — senz) =0 & e’ =0 V cosx = senz &
N——

Cond. impossivel
& cosx:cos(gfz> & :c:gfx+2k7r \Y x:f(gfx)+2k7r,k€z &
T T
& m+x=§—|—2k7r \Y, x:—§+x+2k7r,kEZ &

o 2m:g+2lm\/0x:—g+2kﬂ,keZ@x:%—i—lm,kez
—_—

Cond. impossivel

T
Assim, como o dominio de g é [0,7[, a Unica solugdo da equacao é x = i ,(k=0).

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

75 0 4 s
e” + + + + n.d
cosx — senx + + 0 — n.d.
q + + 0 = n.d.
g min, | —¥ | Méx. | % | n.d.

Assim, podemos concluir que a funcao f:
2 . 71'
e ¢ crescente no intervalo O’Z ;

a . 70
e ¢ decrescente no intervalo |:Z,7T [;

e tem um minimo relativo que é: g (0) = €%(cos(0)) =1x1=1;

9.2. A abcissa dos pontos do graficos da funcao g com a ordenada igual a abcissa sao solucoes da equagao
g(z) =2z & g(z) —z=0
T
Assim vamos mostrar que a fungao h(z) = g(x) — = tem pelo menos um zero no intervalo } 5 {

Como a funcao g, e também a funcao h resultam de operagoes
sucessivas de fungdes continuas em [0,7[, sdo continuas neste

g . . iy
intervalo, e em particular no intervalo [5,5] .

C.A.
Como h(g) < 0 < h(g), entao, podemos concluir, - . .
| 1 (5) = et () 5w
pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € }g,g{ tal que 3 er o8 3 3
h(c) = 0, ou seja, que existe, pelo menos, uma solu¢io da | p (E) — e% cos (f) _T L 57
2 2 2 ’

T
equagao h(x) = g(z) — = no intervalo }575 [, isto é, que
existe, pelo menos, um ponto do gréfico de g cuja ordenada é
igual a abcissa, neste intervalo.
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10. Como e* > 0 e e * > 0, entdo e + e~ % #£ 0,Vx € R, pelo que resolvendo a equagao, temos:

T _ ,—T 1
i—f<:>3(ew—e*””):e$+e*$<:>36$—3e*"”—e‘””—e*””:0<:>Qew—4e*z:0<:>
et +e® 3

1 5 4 2(e*)2 — 4
o2 -dxtonoarxs L 0o X Tt Lo _4gn &40 o
et er et er ——
Cond. universal
o In2

& 2e :4®62m:2®2x:ln2©x:7

In2

11. Observando que a diferenca entre a distancia maxima e a distancia
minima corresponde ao diametro, a, da circunferéncia, temos que:

a=3V2+3-(3V2-3)=3V2+3-3V2+3=3+3=6

Assim, os dois instantes em que a distancia do ponto P a reta r é
igual ao didmetro da circunferéncia, sao as solugoes da equacao

dit)=a & d(t)=6

Desta forma, visualizando na calculadora gréfica o grafico

da funcéo f(x) = %(2+ sen x—cos x), e a reta horizontal
de equagao y = 6, para 0 < x < 7, reproduzido na figura ao
lado, e usando a fungao da calculadora para determinar va-
lores aproximados das coordenadas do ponto de intersecao
de dois graficos, obtemos o valor aproximado (as décimas)
das abcissas dos pontos de intersecao, a que correspondem
os dois instantes em que a distancia do ponto P a reta r é

igual ao didmetro da circunferéncia:

t = 1,4s ety ~ 3,3

~A

12. Como Arg(z) = g, considerando p = |z|, temos que z = pe'7.

. ;I ~
Como 2i = 2e'2, entao:

2z =2ix z=2¢e"% x pei% = 2pei(%+%) = 2pei(%ﬂ+§l) = 2pei§l
9
Ou seja, Arg (2iz) = %

Resposta: Opgao B
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13. Escrevendo z» na forma trigonométrica (pe'®) temos:

e p=I= /(-2 + (-VBP = VITB=vi=2

° tg&: — = = /3; comosenf < 0 e cosf < 0, f é um angulo do 3° quadrante, logo 0 —7r+§ =3

= —i, escrevendo z; + i23 na forma trigonométrica, vem:
71 +i% = —5i—i=—6i =6e

Assim, simplificando a expressdo de w, temos que:

= Z1 +Z23 = 661'7 = 66i7 = £61<377"_4"T‘“')
4 (0%) wel®) 2

T
Como w é um imaginario puro se Argw = 5 + k7, k € Z, temos que, para k € Z:

3r  dnm 97  8nm 3w 6kw
Argw——+k <:>T_T_E—‘rkﬂ-@F_T_F+?®9ﬁ_8nw_3ﬂ+6kﬂ-¢>

270(3 — _
(3 — 4n) PN 3—4n
6T

Como n € N, o menor valor de n que corresponde a um valor inteiro de k é 3:

3—-4(1) 1
3 = 3

& 97 — 31 — 8nw = 6k & 67 — 8nw = 6k < 27(3 —4n) = 6kT &

en=1— k=
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8/8

14. Designando por m e n as abcissas dos pontos A e B, temos que as respetivas coordenadas e as do ponto
médio sao:
e A(m,h(m)) = (m,am?)
e B(n,h(n)) = (n,an?)

2 2
o« M m—i—n’am +an
2 2

Como a derivada da fungao h é h'(z) = (amz)/ = 2azx, os declives das retas tangentes ao grafico de h, nos
pontos A e B, sao:

e my = h'(m) =2am

e mp =h'(n) =2an
E assim, designado por podemos determinar uma expressao para a ordenada da origem para cada uma
das equagoes da retas, substituindo a expressao do declive e das coordenadas dos pontos de tangéncia:

e y=maxz+bs & am®=2amxm+bs & am®—2am? =by & —am® =by

e y=mpxx+bg & an®? =2an xn+bg & an? —2an? =bg & —an’® =bp

2

Ou seja as equagdes das retas tangentes nos pontos A e B, sdo, respetivamente, y = 2max — am* e
y = 2nax — an?, pelo que a abcissa do ponto de intersecio das retas é a solucao da equacio:

9 9 2maz —am?  2naz — an®
2maxr — am” = 2nar — an” & =
a a
& 2mx —m? =2nr —n? & 2mxr —2nr=m? —n? & z(2m—2n)=m? —n? &
(n—m)(n+m) n+m
S r=—" Y S = —"
2(m —n) 2

Como as abcissas do ponto médio e do ponto de intersecao das tangentes sao iguais, logo, o ponto de
intersegao das tangentes pertence a reta vertical que contém o ponto médio.
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELEGCAO

Nos itens de escolha multipla, a pontuagao so é atribuida as respostas que apresentem de forma inequivoca
a opgao correta. Todas as outras respostas sao classificadas com zero pontos.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, a transcricdo do texto da opgéo escolhida é considerada
equivalente a indicagao da letra correspondente.

ITENS DE CONSTRUGAO

Nos itens de construgéao, os critérios de classificagdo podem apresentar-se organizados apenas por niveis de
desempenho, por pardmetros, com os respetivos niveis de desempenho, ou por etapas.

Nos itens em que os critérios de classificagéo se apresentem organizados apenas por niveis de desempenho,
a cada nivel de desempenho corresponde uma dada pontuagdo. Se permanecerem duvidas quanto ao nivel
a atribuir, deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta
que nao atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

Nos itens em que os critérios de classificacdo se apresentem organizados por pardmetros, a classificagdo
a atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas aos pardmetros seguintes: (A) Conteudos,
(B) Linguagem cientifica. A atribuicado da classificacdo de zero pontos no parametro (A) implica a atribuigdo
de zero pontos no parametro (B).

Nos itens em que os critérios de classificagdo se apresentem organizados por etapas, a classificagdo a
atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagdo dos
critérios de desvalorizacao definidos para situagdes especificas.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos

curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da funcéo ou dos graficos das fungdes

visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as
respostas aos itens de construgéo cujos critérios se apresentem organizados por etapas:

Situagao

Classificagao

1. Utilizacdo de processos de resolu¢cdo que néo estédo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolugéo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico é adaptado ao processo de resolugcao
apresentado.

2. Utilizacdo de processos de resolugdo que néo
respeitem as instrugbes dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo nio é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam s&o pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentacéo apenas do resultado final quando é
pedida a apresentacao de calculos ou justificacées.

Aresposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentagao de calculos ou de justificagbes
necessarios a resolugao de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentacao explicita de uma etapa que
nao envolva calculos ou justificacdes.

Se a resolugéo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta é pontuada com
a pontuagéo prevista.

Caso contrario, a etapa € pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcrigao incorreta de dados do enunciado que néo
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.

Se a dificuldade da resolugdo do item diminuir, o item &
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolug&o diminuir, a
pontuagéo maxima a atribuir é a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigéo incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugcéo de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugédo da etapa nao diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagao da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

8. Ocorréncia de um erro ocasional num calculo, na
resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa em que o
erro ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).
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Situagao

Classificagao

9. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de
conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugao
de uma etapa.

A pontuagcdo maxima a atribuir a essa etapa € a parte
inteira de metade da pontuacgao prevista.
As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10. Resolugao incompleta de uma etapa.

Se a resolucéo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagéo da etapa; caso contrario,
a pontuagdo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagao prevista.

11. Apresentagdo de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentacado de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificagao.

12. Apresentagédo do resultado final que n&o respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fragéo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto a pontuacéo da etapa correspondente
a apresentacéao do resultado final.

13. Utilizagao de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentagao do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

14. Utllizacdo de valores aproximados numa etapa
quando deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagao maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
é a parte inteira de metade da pontuagéao prevista.

15. Apresentagdo do resultado final com um numero
de casas decimais diferente do solicitado, ou
apresentacdo do resultado final incorretamente
arredondado.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

16. Omissao da unidade de medida na apresentagdo do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuag&o prevista.

17. Apresentagdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se os elementos em excesso ndo afetarem a
caracterizagdo do desempenho, a classificagdo a atribuir
a resposta nao é desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagao
do desempenho, séo subtraidos dois pontos a soma das
pontuagdes atribuidas, salvo se houver indicagcdo em
contrario no critério especifico de classificagéo.

18. Utilizacao de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

— nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolu¢do que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugédo das etapas subsequentes ndo diminuir, estas sdo pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificacado; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuagdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuacao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Reconhecer que os comprimentos das semicircunferéncias sao termos consecutivos

de uma progreSSA0 GEOMEBLNCA ....eeiiiiiiiiiiiiiiiiie et e e e e e 3 pontos
Identificar a raz&o dessa progreSsa0 (2) ...cccooeieireieeeeee e 2 pontos
Obter o primeiro termo dessa ProgreSSA0 ........cceeieeeiiiiieeeiiiieeeeeeieee e e eieee e e 2 pontos

Escrever uma expressao para o comprimento total da composig¢ao

1— 225 )
<7Z' =7 ou equwalente) ................................................................................. 5 pontos
Obter o valor pedido (1054 KM) ..cocoiiiiiieceee s 2 pontos

2.° Processo

Reconhecer que os raios das semicircunferéncias sao termos consecutivos

de uma progresS80 gEOMETMICA .....c.veiiiiiiiiiee et 2 pontos
Identificar a raz&o dessa progressa0 (2) ..c.cccoceieiiiiieieeeiee e 2 pontos
Identificar o primeiro termo da ProgreSSA0 .........cciiiueiiieiiiiiiiie e 1 ponto

Escrever uma expressao para a soma dos comprimentos dos raios

1-22 .
< =7 ou equwalente) .................................................................................... 4 pontos
Escrever uma expressao para o comprimento total da composi¢ao ...................... 3 pontos
Obter o valor pedido (1054 KM) ...cocoiveiiiieiceeceeee e 2 pontos
Opgéo (B)

12 pontos

14 pontos

12 pontos
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, quatro processos.

1.° Processo

Apresentar uma expressao correspondente ao numero de casos possiveis
(PCy X 3Cy) (VEIrNOtA M) oo

Apresentar uma expressao correspondente ao numero de casos favoraveis
(3 X 6 X 5C2) (VEr NOtA 2) ..o

Obter o valor pedido (%) (VEr nota 3) .....oooooiiiiiiiiiiie e

Notas:
1. Se a expressdo apresentada nado for equivalente a 9C4 X 5C2 , a pontuagéo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

2. Se a expressdo apresentada n&o for equivalente a 3 X 6 X 5C2 , a pontuacgéo a
atribuir nesta etapa € 0 pontos.

3. Se o valor obtido n&o pertencer ao intervalo [0,1] , a pontuacdo a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

2.° Processo

Apresentar uma expressao correspondente ao nimero de casos possiveis
(91) (VEF NOLA M) ..o

Apresentar uma expressao correspondente ao niumero de casos favoraveis
(3 X 4A3 X 6!) (VB NOTA 2) ..o

Obter o valor pedido (17) (vernota3d) ..o

Notas:

1. Se a expressio apresentada nao for equivalente a 9!, a pontuagio a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

2. Se a expressdo apresentada ndo for equivalente a 3 X 4A3 X 6!, a pontuagdo a
atribuir nesta etapa € 0 pontos.

3. Se o valor obtido n&o pertencer ao intervalo [0,1] , a pontuacdo a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

6 pontos

6 pontos

2 pontos

14 pontos
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3.° Processo
Considere-se apenas a disposigdo dos bombons com recheio de améndoa.

Apresentar uma expressao correspondente ao nimero de casos possiveis

(PC4) (VEFNOA 1) oo 6 pontos

Apresentar uma expressao correspondente ao numero de casos favoraveis

(BX0) (VEIrNOtA 2) ..ottt 6 pontos
Obter o valor pedido (17) (vernota3d) ..o 2 pontos
Notas:

1. Se a expressao apresentada nao for equivalente a 9C4 , apontuagao a atribuir nesta
etapa € 0 pontos.

2. Se a expresséo apresentada n&o for equivalente a 3 X 6 , a pontuagéo a atribuir
nesta etapa é 0 pontos.

3. Se o valor obtido ndo pertencer ao intervalo [O, 1] , a pontuacdo a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

4.° Processo
Considere-se apenas a disposigdo dos bombons com recheio de améndoa.

Apresentar uma expressao correspondente ao nimero de casos possiveis

(PA4) (VEFrNOLA 1) oo 6 pontos

Apresentar uma expressao correspondente ao niumero de casos favoraveis

(FA3 X 3X 6) (VEF MOt 2) ..voooeirceireeieeeie ettt 6 pontos
Obter o valor pedido (17) (Ver nota 3) ......ooocoiiiiiiie e 2 pontos
Notas:

1. Se a expressao apresentada néo for equivalente a 9A4 , apontuagao a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.

2. Se a expressao apresentada ndo for equivalente a 4A3 X3X 6 , apontuagdo a
atribuir nesta etapa é 0 pontos.

3. Se o valor obtido ndo pertencer ao intervalo [0,1] , a pontuacgéo a atribuir nesta
etapa é 0 pontos.
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& et Eeeeeeeeeeeeeeeeeeeessssssseeseeeeeeesseiessssssessessteeeseeeiasessstssesteteeeeeeteaaaantttteeteetteaeeaeiaaantanrratteeaeeeeaeaaaannns 14 pontos
Topicos de resposta

e Interpreta o significado de P(C | (AN E)) tendo em conta o contexto descrito:

A expressao P(C | (A N F)) representa a probabilidade de o terceiro bombom, selecionado ao acaso, ter
recheio de caramelo, se o primeiro bombom selecionado tiver recheio de frutos secos e o segundo tiver recheio
de caramelo.

® Explica o valor do denominador (29) :
Como inicialmente existem 31 bombons, apos a selegdo dos dois primeiros, existem 29 bombons disponiveis
para a selegéo do terceiro bombom.

® Explica o valor do numerador (21):
Como inicialmente existem 22 bombons de caramelo, apds a selegdo de um bombom de frutos secos e de um
bombom de caramelo, existem 21 bombons de caramelo disponiveis para a selegéo do terceiro bombom.

Parametros Niveis Descritores de desempenho Pontuagao
5 Apresenta, de forma completa, os trés tdpicos. 12
4 Apresenta, de forma completa, dois topicos e, de forma incompleta, o outro 10
tépico.
Apresenta, de forma completa, apenas dois tdpicos.
3 ou 8
Apresenta, de forma completa, um tépico e, de forma incompleta, os outros
A dois topicos.
Contetidos : -
Apresenta, de forma completa, um topico e, de forma incompleta, apenas
outro topico.
2
ou 5
Apresenta, de forma incompleta, os trés topicos.
Apresenta, de forma completa, apenas um tépico.
1 ou 3
Apresenta, de forma incompleta, apenas dois tépicos.
B 2 Utiliza adequadamente o vocabulario especifico da Matematica. 2
Llr.lgue’ag'aem Utiliza, embora com uma ou mais falhas, o vocabulario especifico da
cientifica 1 oy 1
Matematica.
L P PREEER 12 pontos
Opgao (C)
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Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Identificar OA4 como vetor normal ao plano mediador do

segmento de reta [OA] ..o 1 ponto
|dentificar as coordenadas do vetor OA ((2V3,6,0)) oo, 1 ponto
Obter as coordenadas do ponto médio do segmento de
reta [OA] ((x/?, 3,0)) oo 1 ponto
Obter uma equacao do plano mediador do segmento de reta [OA4] ................ 3 pontos

Escrever 2v/3 x + 6y +d =0 (ouequivalente) ..........ccce..... 1 ponto

Escrever 2v3 X V3 4+ 6X34d =0 oo, 1 ponto

Obterovalorde d (—24) oo 1 ponto
Reconhecer que as coordenadas do ponto B s&o da forma (x/?k, 16 -5k, 0) 1 ponto
Escrever 2v3 X V3 +6(16 —5k)—24=0 (ou equivalente) ...........o....... 1 ponto
Obter 0 valor de A (3)  coeooioeie e 1 ponto
Obter as coordenadas do ponto B ((31/3,1,0)) wrrreerrremereeeereiaseeseneen 1 ponto
Obter a distancia do ponto B ao ponto médio do segmento de reta [OA4] (4) 1 ponto
OBLET OA (AY/ 3 ) oot 1 ponto
Obter o valor pedido (40x/§ , ou equivalente) ................................................ 2 pontos

2.° Processo

Designemos por (a, b, O) as coordenadas do ponto B .

Escrever a® + b2 = (a-— 2@)2 +(b- 6)2 (ou equivalente) ......................... 3 pontos
Obter a equagéo 4Y3a+12b-48=0 (ou equivalente) .........cccoceeeeeiennenn. 2 pontos
Reconhecer que as coordenadas do ponto B s&o da forma (x/?k, 16 — 5k, 0) 1 ponto
Escrever 43 xv3k+12(16—5k)—48=0 (ou equivalente) ................. 1 ponto
Obter 0 valor de A (3) oo 1 ponto
Obter as coordenadas do ponto B ((31/3,1,0)) wrrreerreemmrerenreineeesenee 1 ponto
Obter as coordenadas do ponto médio do segmento de

reta [OA] ((V/3,3,0)) oo 1 ponto
Obter a distancia do ponto B ao ponto médio do segmento de reta [OA4] (4) 1 ponto
OBEr OA (413 ) oo 1 ponto
Obter o valor pedido (4013 , OU eQUIVAIENE) «wvrrreerrerrreeeeseeiseeesreeeeenas 2 pontos

14 pontos
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Reconhecer que a altura do triangulo [ABC] relativa a base [4B] é 1—cosa

Reconhecer que AB = tga

Determinar tg @

Esta etapa pode ser resolvida por, pelos menos, dois processos.

1.° processo

Escrever tg2a+1=

Obter tg @ = V8

2.° processo

2 2

a + Ccos

/8
3
sena

Escrever sen a =1 (ou equivalente)
Obter sen @ =
Escrever tga = ou equivalente)

Obter tga = V8

Obter o valor pedido (

Determinar lim f(x)
x—0*
Reconhecer que lim f(x)= lim (In(2—e™)+x+2)
x—-0* x—-0*

Obter lim f(x)=2
x—0*

Determinar lim f(x)
x—0"

Reconhecer que lim f(x)= lim sen(ax) o
x—-0" x-0" e*—1
Escrever lim sen (ax) _ lim Mx lim X
x—-0" e*—1 x—0" X x-0" e¥—1
) . en
Escrever lim sen (ax) = ax lim Y
x=0- X vte T ylg- Y
. sen
Obter a x lim Y e
y—=0" Y
: : e"—1\!
Obter lim = lim () ..................................
x—-0"e¥—1 x—-0" X

Reconhecer que lim
x—0"

¥ -1
(‘3—1) — < lim
X x—-0"

Concluirque lim f(x)=aXxl=a
x—0"

Concluir que a =2

......................................... 14 pontos
2 pontos

....................... 2 pontos
....................... 7 pontos
... 3 pontos
.... 4 pontos
... 2 pontos
.... 2 pontos
... 1ponto
.... 2 pontos
....................... 3 pontos
......................................... 14 pontos
....................... 2 pontos
.... 1 ponto
.... 1 ponto
....................... 10 pontos
... 1ponto

3 pontos
... 2 pontos
... 1 ponto
.... 1ponto
.... 1 ponto
.... 1 ponto
....................... 2 pontos
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X
Escrever lim J () = lim n@-eM+x+2 1 ponto
xX—+o0 X X —+o0 X
. | —e™ 2 . —e™
Escrever lim — (2-e™)+x+ = lim (M +1+ ;> .......... 3 pontos
X —+0o0 X X —+oo X X
X
Obter lim (M) S0 e 3 pontos
X —+00 X
Obter lim (1 + ;> S TR 2 pontos
X —+00 X
Obter lim pACY S s 1 ponto
X —+00 X
Escrever lim (f(x)—x)= lim (In(2—e™)+2) s 1 ponto
X —+00 X —+00
Obter lim (IN(2=e™)+2)=I0242 oo 2 pontos
X —+oo
Obter uma equago da assintota (y=x+In2+ 2, ouequivalente) ............. 1 ponto
Opcao (B)
Determinar g'(x) (Vernota 1) ... 2 pontos
ESCreVEr @ (X) =0 oo 1 ponto
Determinar 0 ZEro de @' ...ovoviuiieieicieieee s 2 pontos
Apresentar um quadro de sinal de g’ e de monotoniade g .......ccccoceeririnnnn 3 pontos
Apresentar os intervalos de monotonia de g (vernota2) ... 2 pontos
Reconhecer que os extremos relativos sdo g(0) e g(%) ............................... 2 pontos
Determinar g(0) e g(%) (1 e @ev ..................................................... 2 pontos
Notas:

1. Se for evidente a intengdo de determinar a derivada da fungao, a pontuagdo minima
a atribuir nesta etapa é 1 ponto.

2. Se for referido que a fungdo é crescente em [0, %[ , em vez de [0, %] , e
decrescente em ]%, 7T[ , em vez de [%, 7T[ , esta etapa deve ser considerada

cumprida.

14 pontos

12 pontos

14 pontos

Prova 635/E. Especial | CC ¢ Pagina 10/ 13



Equacionar o problema (g(x) =X, ouequivalente) ..........c.ccceoererrrnrernenns 3 pontos
Considerar a fungéo f, definida por f(x)=g(X) =X .ovevieeiceeeeeene. 3 pontos
Referir que a fungdo f é continua em [%, % (vernotas1e2) ... 2 pontos
Determinar f(%) ............................................................................................. 1 ponto
Determinar f(%) ............................................................................................. 1 ponto
Concluir que f(%) <0< f<§> (ou equivalente)...........ccccoveeveeeeeeeeeeeeenee. 2 pontos
Concluir 0 pretendido ..o 2 pontos
Notas:

1. Se apenas for referido que a fungdo f é continua, esta etapa é considerada como
cumprida.

2. Se for referido que a fungéo f é continua em ]E E[ , apontuacao a atribuir nesta

etapa € 0 pontos. 372

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Obter 3eX —3e ™ =X 4 €™ e 3 pontos
ObBter 2% —4e ™ =0 oo 3 pontos
OBEN @25 =2 oot 4 pontos
Obter a solucdo da equagéo <h172 , ou equivalente) ....................................... 4 pontos

2.° Processo

Obter 627_1 = L T 4 pontos
e +1 3

OBEEr 3027 — 3= @25 At 1 oottt 3 pontos

ODET @25 = 2 ettt ettt 3 pontos

Obter a solugdo da equagéo (thZ , ou equivalente) ....................................... 4 pontos

14 pontos

14 pontos
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12.

13.

Determinar o diametro da circunferéncia (6) ........cccocoeoiriiiiniiiiniceeees 2 pontos
Apresentar a equacgéo d( t ) =6 (ou equivalente) (vernota1) ....................... 4 pontos

Representar o(s) grafico(s) da(s) funcao(bes) visualizado(s) na calculadora que

permite(m) resolver a equacdo (Ver nota 2) ..........ccccccceeeeeeeiiiiiiiiiiiiiieeeee e, 4 pontos
Assinalar 0s pontos relevantes ... 2 pontos
Apresentar os valores pedidos (1,45 € 3,38) .oooiriiiieiiiienei e 2 pontos
Notas:

1. Se nao for apresentada qualquer equagio, a pontuagdo a atribuir nesta etapa é 0
pontos. As restantes etapas séo pontuadas de acordo com o desempenho, desde que
seja inequivoco que correspondem a resolugédo da equagao que traduz corretamente
o problema.

2. Senao for apresentado o referencial, a pontuagao a atribuir nesta etapa € desvalorizada
em 1 ponto.

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

SUDBSHEUIT 723 POT — vttt e et et e et e et s e ee et er e erseee e eenans 1 ponto
ODBLEI Z] — 1 = =00 oo 1 ponto
3
Obter —6i=6€ 2 (OU EQUIVAIENTE) .......vieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1 ponto
4T
Obter z, = 2e'? (OU €QUIVAIENTE) ...eveieiiieeee e 2 pontos
n ~ dnr
Obter um argumento de z, em fungdo de n (por exemplo, 3 ) I 1 ponto
~ 3r _ 4nrw

Obter um argumento de w em fungdo de n (por exemplo, 3 3 ) e 2 pontos
Reconhecer que w €& um imaginario puro se 37” - 4;” = % +kr, kel

(OU €QUIVAIENTE) ... 2 pontos
Obter n= %, k €7 (ouequivalente) .........cocooeveveeeceieeeeienenennnnns 2 pontos
Obter 0 valor Pedido (3) ..ooieiieiieee e 2 pontos

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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2.° Processo

SUDSHIUIT 23 POI =1 e, 1 ponto

ODBEEI Z] — 1 = =010 oo 1 ponto

Reconhecer que w € um imaginario puro se e somente se Zzn for

UM NUMETO FEAI ...ttt e e e e e ettt e e e e e e e e e e eaeas 3 pontos

A4

Obter zy =26 7 (OU €QUIVAIENLE) ..........oveiveeeeeeeeeeeeee e, 2 pontos
n ~ dnr

Obter um argumento de z, em fungéo de n (por exemplo, 3 ) e 1 ponto

Reconhecer que Zzn € um numero real se 4;77 =kr, kel

(LU= [0 TN =T o1 (=) OSSR 2 pontos

_3k .
Obter n = Vi k €7 (0UequUIVaIENtE) .......ceveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2 pontos
Obter 0 valor Pedido (3) ..o 2 pontos

L TR 14 pontos
Designemos por x; e X, as abcissas dos pontos 4 e B, respetivamente.
Reconhecer que as ordenadas dos pontos A e B s&o, respetivamente,
axl2 e ax22 ......................................................................................................... 2 pontos
Determinar  /7(X) (VEF NOA) .......ccvevevviieccecececeeee e 2 pontos
Obter uma equagao da reta tangente ao grafico da fungéo f noponto A ......... 2 pontos
Obter uma equagéo da reta tangente ao grafico da fungdo f noponto B ......... 2 pontos
Obter a abcissa do ponto de interseccéo das retas tangentes ... 3 pontos
. " , X t+X
Reconhecer que a abcissa do ponto médio de [4AB] é 1 5 2, 1 ponto
Concluir 0 PretendidO  ...uveeeeeeeee e 2 pontos
Nota: Se for evidente a intencéo de determinar a derivada da fungéo, a pontuagdo minima
a atribuir nesta etapa é 1 ponto.
COTAGOES
As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 3. 42. | 51. | 5.2. | 71. 8. 9.1. | 9.2 1. 12. 14. | Subtotal

obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagéo (em pontos) 12 12 14 12 14 14 12 14 14 14 12 14 158
Destes 6 itens, contribuem

para a classificagdo final da 2 41 6 7.2. 10 13 Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuagao.

Cotagéo (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2 A .
afTr (@ — amplitude, em radianos, do &ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47> (r — raio)

1

Volume de uma piramide: 3 X Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %nﬁ (r — raio)

Progressbes

Soma dos n primeiros termos de uma progressdo (un):

U+ u,

Progressao aritmética: X n

1—r"

Progressao geométrica: u; x =

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos

(0 ) = pn ein?

N SO+ 2kn
Voel =nfo e m (kedo,...

n—1}y e neN)
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Regras de derivacéo

(u+v)Y=u+v
(uv)=uv+uv
( ;

1)'_ v—uv
v %

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu)=—u' senu
(tgu) = —

cos?u
(") =u e

(@) =u a*Ina (aeRT\{1})
(lnu)':—,

(log,u) = ﬁ (aeRT\{1})

Limites notaveis

lim(l + %)ﬂ =e¢ (neN)

lim SEOL — |
x-0 X



% 1. Seja f uma fungdo de dominio R e contradominio [—1,3].

Qual é o contradominio da fungdo ¢, de dominio R , definida por g(x)= f(x—-2)+17?

A) [-3,1] ®) [-2,2]

©) [0, 4] D) [1,5]

2. Uma orquestra esta a realizar audigdes para novos instrumentistas.

* 2.1

2.3.

No primeiro dia das audigdes, participaram apenas candidatos a flautistas e a violinistas.

Sabe-se que:

. % dos candidatos eram violinistas;

¢ 0 humero de candidatos estrangeiros era igual ao numero de candidatos portugueses;

.3 dos candidatos estrangeiros eram flautistas.

10
Seleciona-se, ao acaso, um dos candidatos que participaram no primeiro dia das audigdes.
Determine a probabilidade de esse candidato ser portugués, sabendo-se que é violinista.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

. Enquanto aguardam as audi¢des, quatro violinistas, um violoncelista e trés contrabaixistas vao

sentar-se nas duas primeiras filas de uma plateia, tendo cada fila quatro lugares numeradosde 1 a 4.

Qual das expressdes seguintes representa o numero de maneiras diferentes de dispor os oito
musicos, ficando os trés contrabaixistas numa fila?

(A) 4C3x31x 5! (B) 2 x *A; x5!

(C) 2x4C; x5! (D) *A;x3 x5!

Para se preparar para a audigcao de violino, a Constanga praticou durante m dias.
Sabe-se que a Constancga praticou:

« em cada dia, exceto no primeiro, sempre mais 10 minutos do que no dia anterior;
« 60 minutos no quarto dia;

* 2970 minutos no total dos m dias.

Determine o valorde m .
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3. NaFigura 1, esta representado, em referencial o.n. OXyz , o prisma reto

[ABCDEFGHY], de bases [ABCD] e [EFGH] .

Sabe-se que:

* as bases do prisma sé&o trapézios retangulos;

« oponto A tem coordenadas (4, —4,-3), eoponto B tem a ordenada
igual ao dobro da abcissa;

+ umaequagdo dareta BC ¢é (x, y,z)=(3,5,1)+k(2,3,6), keR.

% 3.1. Qual das equagbes seguintes é uma equagao do plano ABF ?

(A) 2x+3y+6z2+22=0 (B) 2x+3y+6z-20=0

(C) 3x-2y-20=0 D) 3x—-2y+22=0

Figura 1

% 3.2. Determine, sem recorrer a calculadora, a nao ser para efetuar eventuais calculos numéricos, a
amplitude do angulo convexo AOB .

Apresente o resultado em graus, arredondado as unidades.

3.3. Selecionam-se, ao acaso, dois vértices de cada uma das bases do prisma.

Determine a probabilidade de os quatro vértices selecionados nao pertencerem a uma mesma face
lateral do prisma.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

4. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Determine o conjunto dos nimeros reais que verificam a condicdo In’X —Inx -2<0 .

Apresente a sua resposta na forma de intervalo ou de reunido de intervalos de numeros reais.

5. Considere, para um certo valor de K real, a fungdo ¢, de dominio R , definida por

1_7)6—6"”‘ se x<1
e -1

gx)=
x?-3x-2Inx se x=>1

Resolva os itens 5.1. e 5.2. sem recorrer a calculadora.
% 5.1. Estude, no intervalo ]l, + oo[ , afungdo g quanto @ monotonia e quanto a existéncia de extremos
relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

% 5.2. Sabe-se que afungdo g é continuaem X=1.

Determine o valor de K.
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% 6. O grafico da Figura 2 apresenta a distribuicdo das classificagbes finais, em valores, na disciplina de
Portugués, dos 20 alunos de uma turma.

Classificacfes finais na disciplina de Portugués
30%
25%
i 20%
o
3 15%
@
= 10% I
o
L
~ B l -
0%
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ClassificagBes (em valores)

Figura 2

Complete o texto seguinte, selecionando a opgao correta para cada espacgo, de acordo com os dados
representados no grafico da Figura 2.

Escreva, na folha de respostas, apenas cada um dos numeros, |, Il, lll e IV, seguido da opgéo, a), b) ou ¢),
selecionada. A cada espacgo corresponde uma s6 opgao.

Na turma, ha __ | alunos com classificagéo final inferior a 13 valores na disciplina
de Portugués.
A mediana da distribuicdo das classificagcbes finais na disciplina de Portugués

_ It valores.

é
A classificagdo média final na disciplina de Portugués é 1 valores, e o desvio padréao
desta distribui¢do, arredondado as décimas, é _ IV valores.
| Il 1 v
a) 4 a) 12,5 a) 134 a) 2,9
b) 6 b) 13 b) 13,6 b) 3,8
c) 10 c) 13,5 c) 13,8 c) 4,1
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7. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Considere a fungao f, de dominio R\{0} , definida por

1-—
fo=l=cosx

Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas verticais ao seu gréfico e, caso existam, escreva as
respetivas equagoes.

8. Seja f uma funcdo de dominio R .
Sabe-se que:
* para qualquer nimeroreal a, a=2, lim f(x)= f(a);
X—=a

. lirr21+f(x)=f(2), com f(2)>0, e 1in;f(x)=—oo;
« f(1)x f(3)<0.

Considere as proposi¢des seguintes.

I. O teorema de Bolzano-Cauchy permite afirmar que a fungdo f tem, pelo menos, um zero no
intervalo |1, 3] .

Il. Areta de equagdo X =2 ¢ assintota ao gréafico da funcdo 1 .

f
Justifique que as proposicgdes | e Il sédo falsas.

Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposi¢des, uma razéo que justifique a sua falsidade.

9. Na Figura 3, estdo representadas, em referencial o.n. OXy , a YA
circunferéncia de centroem O eraio 2 e umaregido sombreada
composta pelo trapézio [OBCD] , retanguioem C eem D, e C B

pelo sector circular correspondente ao angulo orientado AOB |,

de amplitude @ , em radianos, com « € ]0, %[ , eraio O4 .

a
Sabe-se que: D O A X
« oponto A pertence a circunferéncia e ao semieixo positivo OX ;
« os pontos B e C pertencem a circunferéncia, sendo C o
simétrico de B, em relagéo ao eixo Oy .
Mostre que a area da regido sombreada € dada, em funcédo de « , Figura 3

pela expressao

2a+3sen(2a)
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% 10. Na Figura 4, esta representada uma caixa que vai ser puxada ao longo de um plano horizontal, com

. Na Figura 5, esta representado, no plano complexo, o tridngulo Im(z2) A

recurso a uma haste rigida.

Nesta figura, o segmento de reta [AB] representa a
haste rigida, o ponto A representa o ponto em que - -

a haste esta fixada a caixa, e o ponto B representa
0 ponto em que vai ser exercida a forca que permite X A

deslocar a caixa.

X3 .o

e T
Seja € a amplitude, em radianos, do angulo que a

ED Figura 4
IR

Admita que, para cada valor de ¢ , a intensidade minima da forga a aplicar no ponto B, para que se
inicie 0 movimento da caixa, € dada, em newton, por

forga faz com a horizontal (49 € [0,

_ 4095
F(0) = Ssen @ +12 cos @

Existem dois valores distintos de @ aos quais corresponde a mesma intensidade minima da forga, em
newton, a aplicar no ponto B, para que se inicie 0 movimento da caixa.

Sabe-se que um desses valores € o dobro do outro.
Seja #; o menor desses valores (6’1 S ]O, %D :

Determine, recorrendo a calculadora, o valor de 6 .

Apresente o resultado em radianos, arredondado as centésimas.
N&o justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equacgao que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na calculadora e assinale
o(s) ponto(s) relevante(s), que lhe permitem resolver a equacéo.

[ABC] , cujos veértices pertencem & circunferéncia de raio 2

centrada na origem do referencial, sendo o ponto A pertencente
ao semieixo imaginario negativo. C B

Os pontos A, B e C sao os afixos das raizes cubicas de um
certo numero complexo, W . 0

Em qual das seguintes opcdes se apresenta W, escrito na forma
trigonométrica?

T PRLS
(A) 2e? (B) 2e *? A

.z 3z Figura 5
(C) 8e? (D) 8e ?
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12. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Em C , conjunto dos nimeros complexos, considere o nimero complexo z =

4 2
1+i 7

Determine o numero complexo W tal que o numero complexo z X w tenha mddulo sfz e afixo
pertencente a bissetriz do terceiro quadrante.

Apresente W naforma a+bi, com a,hbeR ..

13. Para certos valores reais de b e de m, no nulos, a reta de equagéo y = mx + 1 é tangente ao grafico
da fungdo quadratica definida por f(x) = 2x2+bx+5 num ponto cuja abcissa é positiva.

Determine a abcissa desse ponto.

FIM

COTACOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 21. | 22. | 31. | 3.2. | 51. | 5.2 6. 8. 10. 11. 13. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotagéo (em pontos) 12 14 12 12 14 14 14 12 14 14 12 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificacao final da

. ) 2.3. &8 4. 7. 9. 12. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagao.
Cotagéo (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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1. O contradominio da fungdo f & [-1,3] eafuncdo g e definida por g(x)=f (x—2)+1.
Tem-se que:

. gl(x) =f (x - 2) — corresponde a uma translagao de vector U (2,0) (deslocamento horizontal de duas unidades

para a direita), pelo que o contradominio de g, é o mesmo do que o contradominio de f ;

» 9(x)=0,(x)+1=f (x—2)+1— corresponde a uma translagao de vector V(0,1) (deslocamento vertical de uma
unidade para cima), pelo que o contradominio da fungdo g € [-1+1,3+1]=[0,4].

Resposta: C

2.1. Sejam A e B os acontecimentos:
A «o candidato era violinista» B : «o candidato era portugués»

=0,6, P(B)=P(B) e P(A|§)=3:o,3.

Do enunciado sabe-se que P(A)= 10

aglw
o8]

P(AnB) _ P(AnB)

Pretende-se P(B|A)=
retende-se (|) P(A) = 0.6

Tem-se que P(B)= P(I§)<:> P(B)=1-P(B)<2P(B)=1< P(B)=%© P(B)=0,5.

P(/Sm§):03 - P(AUB)
E) "7 p(B)=1-P(B)= 0,5

P( =1-0,5=0,5

Por outro lado, P(K|I§)=O,3<:> =0,3< P(M):O,3x0,5<:>

<1-P(AUB)=0,15<1-(P(A)+P(B)-P(AnB))=0,15
<1-(0,6+0,5-P(AnB))=0,15<1-11+P(ANB)=0,15

<-0,1+P(AnB)=015< P(ANB)=0,25

P(AnB) P(ANB) 025_5
P(A) 06 06 12°

Logo, P(B|A)=
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2.2. Comegamos por escolher a fila para os contrabaixistas. Assim, das duas filas escolhe-se uma. O nimero de maneiras
de o fazer é °C, = 2. Para cada uma destas maneiras, escolhem-se, ordenadamente, trés lugares entres os quatro dessa

fila para os trés contrabaixistas. O nimero de maneiras de o fazer é *A, . Os restantes cinco musicos permutam de 5!

maneiras distintas nos restantes cinco lugares.

Assim, uma resposta € 2x ‘A, x5!.

Resposta: B

2.3. Seja (un) a sucessdo que da o nimero de minutos que a Constanga praticou para a audigdo no n-ésimo dia.

Como em cada dia, & excepgao do primeiro, a Constanga praticou mais 10 minutos do que no dia anterior, entdo (un)

€ uma progressao aritmética de razéo 10.
No quarto dia praticou 60 minutos, pelo que u, =60.
Ao fim de m dias, a Constanga praticou, no total, 2970 minutos, pelo que:

u, +u

U +U, +...+u, =2970 2m><m:2970
R e —————
Tem-se que:
U, =U,+3x10=60=u,+30 <= u, =30;
" U, =U; +(M-1)x10=30+10m-10=20+10m;
Logo, ”“;”m xm=29704:wxm:2970©wxm=297o@(25+5m)xm=2970@

~5 /52 — 4x1x(-594)
2x1

<:>5m2+25m—2970=0<;5>m2+5m—594=0<:>m=

sSm=-27 v m=22

Como m e N, conclui-se que m=22.
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3.1. Arecta BC é perpendicular a plano ABE , pelo que 6(2, 3, 6) , que é um vector director darecta BC , é também

um vector normala ABE .

Logo, ABE :2x+3y+6z+d =0.
Como o ponto A(4,—4,—3) pertence ao plano ABE , substituindo na sua equacgéo, vem:
2x4+3x(-4)+6x(-3)+d=0<8-12-18+d =0 -22+d=0<d =22

s ABE:2x+3y+62+22=0
Resposta: A

3.2. Como a ordenada igual ao dobro da sua abcissa, entao as suas coordenadas sdo da forma (X5, 2X5,2; ) .

Como B pertence a recta BC , substituindo na sua equac&o, vem:
Xg =3+ 2K Xg =3+ 2K Xg =3+ 2K
(xB,ZXB,zB)=(3,5,1)+k(2,3,6)c> 2%, =5+3k < 2x(3+2k)=5+3k© 6+4k =5+3k

z, =1+6k z, =146k z, =146k

Logo, B(1,2x1,~5), ou seja, B(1,2,-5).

Tem-se que AOB =0A OB, tem-se que cos(AéB) = cos(ﬁA@) = % .
X

Assim:

-0A=A-0 :(4,—4,—3)—(0,0,0):(4,—4,—3):>“CTA”:\/42 +(—4) +(-3)" =/16+16+9 =/41 ;

+ OB=B-0=(1,2,-5)~(0,0,0)=(1,2,-5) = | OB || = y1* + 22 + (~5)" =L+ 4+ 25 =30 ;
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- OA-OB =(4,-4,-3)-(1L2,-5)=4x1-4x2-3x(-5)=4-8+15=11,

. S OA-OB 11 11
Portanto, cos(AOB)zcos(OA OB) HO—AHXH@HZMX@:JH%'

~T72°.

11 j
J1230

Logo, AOB = cos‘l(

3.3 Cada base tem quatro vértices. Como se escolhe dois de cada uma das duas bases, 0 nimero de casos possiveis €
‘C,xC,.

Para o nimero de casos favoraveis vamos considerar dois casos:
= Numa das bases, os dois vértices escolhidos sdo vértices de uma aresta.

Assim, temos quatro possibilidades numa das faces (por exemplo, na base [ABCD] , as possibilidades de escolha séo

AeB,BeC,C eD,e D e A) Naoutrabase sé ndo podemos escolher os dois vértices da aresta que pertence
a mesma base (por exemplo, se escolhermos A e B na base [ABCD] , ha outra base nao podemos escolher E e

F ). Assim, para este caso temos 4 x ( ‘C, —1) possibilidades.

= Numa das bases, os dois vértices escolhidos s&o vértices de uma diagonal.

Assim, temos duas possibilidades numa das faces (por exemplo, na base [ABCD] , as possibilidades de escolha séo

A e C,e B eD). Naoutra base podemos escolher quaisquer outros dous vértices, uma vez que nunca pertenceréo a
uma mesma face lateral. Assim, para este caso temos 2 x “C, possibilidades.

Portanto, 0 nimero de casos favoraveis & 4 x ( ‘C, —1) +2x “C, e a probabilidade pedida é:

4x(‘C,-1)+2x*C,
‘C,xC,

8
9

Outra resolugao: O contrario de os quatro vértices escolhidos néo pertencerem a uma mesma base € 0s quatro vértices
escolhidos pertencerem a mesma base. Assim, neste caso, 0 numero de casos favoraveis ao acontecimento “os quatro

pertencerem & mesma base” € 4 (escolher os quatro vértices de [ ADEH |, ou de [ABFE], ou de [BCGF ], ou de
[EFGH].

Portanto, a probabilidade pedida é 1 - ———=1-— =1—1 = 8 .
C 9 9
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4. O dominio de validade da condigdo é D ={xe R:x >0} =R".

Fazendo y =Inx, ainequagdo fica, y*—y—-2<0.

1+(-1)" —4x1x(-2
Determinando os zeros: y> —y-2=0<y= \/( )2 1X X( )
X

Sy=-1v y=2

Esbogando o grafico da fungéo quadratica f , definida por f(y)=y*-y-2:

fly) =y?-y-2

i
I
N
<V

Portanto, y* -y -2<0<=y>-1 A y<2 < Inx>-1 A Inx<2 <:>1Inx>lne‘1 A Inx<lne* &
y=Inx —1=Ine™
2=Ine?

1 2
S X>= A X<e
et €

e

Intersectando com o dominio (figura n&o a escala):

\ 4

<Y

Portanto, o conjunto solugao da condi¢do é R* n u 1 e? D = } 1 e? [ .
e
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5.1.Para x e |1+, g(x)=x*-3x+2Inx

’ 2 _
£ g'(X)=(x* —3x—2Inx) =2x-3-2x == X T2
X X

2_3x— 3+(-3)" —4x2x(-2
S ;2 5 o ¢ -3x-2-0ex= Y3y 422

X x>1=x#0 2x1

= g'(x)=0

<:>x=—1 v X=2
2

Como x e ]1,+oo [ , 0 Unico zerode g’ é 2. Elaborando um quadro de sinal de g’ e relacionando com a monotonia de

g, vem:
X 1 2 T

2x* -3x-2 | nd. - 0 +

X n.d. + + +

9'(x) n.d. — 0 +

g n.d. Ny min. /

Logo, em ]1,+oo [ a fungdo g é decrescente em ]1,2] , & crescente em [2,+oo[ e tem minimo relativoem x=2,

queé g(2)=2*-3x2-2In2=-2-2In2.

5.2. Afungdo g é continuaem x=1 se lim g(x)=limg(x)=g(1).

x—1* x—1"
- g(1)=1* -3x1-2In(1)=1-3-2x0=—2

= lim g(x)= lim (x2 —3x—2|nx):12 —-3x1-2In(1)=1-3-2x0=-2

x—1* x—1"

0
. [ 1-x . 5J.—X—1 - o ox=1
= limg(x)=lim| =5—-¢"*| = I|m¥—llme”=—llm — et =

x—1" x> ¥t =1 xo1m ¥t 1 xot1” xo1 ¥t -1

— _im Y etk :_;_el—k :_}_el—k —_]_elk

y=x-1  y»0 gl =1 . e'-1 1

x—>1"=y—>0" ||m
y—>0~ y

Limite notavel

Logo, -1-e* =2 e *=-2-1c-e*=-loe =1lcl-k=Inlel-k=0=k=1.

Exame Nacional Matematica A | 2024 | 1.2 Fase | Proposta de Resolugo | 7



José Carlos da Silva Pereira | Recursos para Matematica

6. A percentagem de alunos com classificagdo interiora 13 é 5+15+10=30%. Portanto, 0,30x 20 =6 alunos
tiveram classificagéo inferior a 13, pelo que | — b).

Introduzindo os dados numa calculadora, vamos determinar a mediana, a média e o desvio-padrao. Podemos, primeiro,
construir uma tabela de frequéncias absolutas:

Classificagoes Frequéncia Relativa Frequéncia Absoluta
8 5% 0,05x20=1
10 15% 0,15x20=3
12 10% 0,10x20 =2
13 20% 0,20x20=4
14 25% 0,25x20=5
17 20% 0,20x20=4
20 5% 0,05x20=1

Assim, amediana é 13,5, amédia é 13,6 e o desvio-padrdo ¢, aproximadamente, 2,9 . Na tabela seguinte apresentam-
se 0s valores obtidos com as diferentes calculadoras:

TI-Nsipe CX 1I-T CASIO FX-CG50 NUMWORKS
Dados Grafico Estat
E Y
= 1-Variavel Dimens&o 20
2 10 3% 136 X =18.8 Minimo 8
3 12 2 5x 272. Pe =272 Méximo 20
4 13 450 3864, rx2 =3864 ”’“”1:4:::: ]
5 14 5 sx:= s, 284511 OX f% * gzg ???g % Desvio padréo 2.87054
6 17 4 gx:= gn. 287054, ﬁx — 26 v Varidncia 8.24
=One\/‘al‘(a[€:5},b[§:5}): CopyWar Steb | 4 ¥ Prime'?ro quartw:l 42
E
Dados Grafico Estat

minX =8 T VI/NL
= Q 1 = 1 2 Primeiro quartil 12
g MinX 8. Med = 1 3 . 5 Terceiro quartil 15.5
— Mediana 13.5
2 QX 12. QS X :%8 * 5 Amplitude interquartil 3.5
10 Medianx... 13.5 max _ Somatério 272
1 QX 15.5 MOd - 1 4 ‘l’ Soma dos quadrados 3864
Desvio padrédo amostral 2.945112
L2 _ _ Maxx 0., Variadncia amostral == B.6736B84
=0oneVarla[ [1],5[1]): CopyVar Ster | « Moda 14

Portanto, Il — ¢), lll— b) e IV— a).
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7. Tem-se que:
(0 sen? x
: . 1-cosx ) _(1-cosx)(1+cosx) . = 1-cos’x . sen’ x
lim f(x)=lim=—— = | - =lim——————= ; =
x>0 x>0 X 0 x*(1+cosx) -0 x*(1+cosx) x-0 x*(1+cosx)
2 2
.osen“x . 1 . 1 . [senx 1 1
= lim ——x lim —x lim = Ilm( j X 5 X
0 x5 xo0 X* xo0 14c0sX  x-0 ( X (0) 1+cos(0)

2
—| 1im 20X xixizlzx(jtoo)xl:Jroo
x>0 X 0" 1+1 2

Limite notavel

Logo, a recta de equagdo x =0 é assimptota vertical ao grafico de f (poder-se-ia determinar lim f (x) , verificando

x—0"
que também ¢é igual a +oo, mas nao é necessario). Como f & continua em R\{O} , 0 seu gréfico ndo tem mais

assimptotas verticais.

I. Dado que lim f(x)=f(2) e lim f(x)=-o0,afuncdo f naoé continuaem x =2 e, portanto, n&o é continua
x—2"

X—>2"

no intervalo [1, 3] . Assim, por aplicagdo do teorema de Bolzano-Cauchy, ndo é possivel concluir que a fungdo f tem

pelo menos um zero em |1,3] .

Logo, a afirmagao I. é falsa.

I1. Tem-se que:
. 1 1 1

u I = :—:O;
ST ()

ctim—t =t 1 como f (2)>0 e éfinito, entdo L ¢ umnumero real positivo.
=2 f(x) lim f(x)  £(2) f(2)

. 1 . 1 - e « , .
Portanto, dado que lim e lim s&o finitos, o grafico de f n&o tem assimptota verticalem x=2.

ST © )

Logo, a afirmagéo I1. é falsa.
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9. Consideremos a seguinte figura.

O ponto E ¢ o ponto médio do segmento de recta [BC].

B(2cosx,2senx)

2senx

Tem-se que:

= a area do sector circular AOB é dada por %x 2 =2a;

= a drea do trapézio rectangulo [OBCD] é dada por % xCD.

As coordenadas do ponto B sdo dadas por (2cosa, 2sen a) , pelo que BE =2cosa e CD =2sen« . Portanto,
OD =BE =2c0sa e BC =2BE =2x2¢0sc = 4C0Sc .
Portanto, a area da regido sombreada da figura é dada por:

2C0Sa +4cosa 6cosa
Asectoers + ﬁoaoa] =20+ f x2Sena =2 +

x28ena =2a +3C0Sa x2Sena =

=20 +3x2sena cosa = 2a +3sen (2« )
%,—/

sen(2a)
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10. Pretende-se o0 menor valor 6, {O%{ que & solugo da equagdo F(0)=F(20).

FA

y=F(0)

S 4

[~ S

Logo, 6, =0,26.

11. Como o raio da circunferéncia € 2, o nimero complexo cujo afixo é o ponto A é —2i.

Assim, —2i & uma raiz cubica de w, pelo que w:(—2i)3 = (—2)3 i’ =—8x(—i)=8i —g8e?,

Resposta: C
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12. Tem-se que, z_i—% =
1+i 0" ==

il____
R TR

2 A2 B giaizo-ai
- =i 0 i 2 —j

. L . . , b .
Como o afixo de z xw pertence a bissectriz do terceiro quadrante, um seu argumento é e Assim, como o seu

modulo é 54/2 , vem que z><w=5\/§ei5;=5\/§[cos(54 )Hsen(SZD 5[(—£—£|J 55,

Logo,

—5-5i
z

IXW=-5-5<w=

~ —10-30i+20

4+16

—-5-5j —5-5i 2+4j —10— 20i —10i — 20i?
= — S W= — X - S W= N\ =
2—4i 2—-4i 2+4i 2° =47
_10—30i 10 30i 1

S W= <> W
20 20 20 2

13. Arecta de equacdo y =mx+1 é tangente ao graficode f num ponto do seu grafico. Seja (a, f (a)) ,coma>0

, esse ponto (0 ponto de tangéncia). Entdo, f'(a)=m.

Como f'(x)=(2x* +bx+5)' =4x+b,vemque f'(a)=m<4a+b=m.

Portanto, a equagdo reduzida da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a é y = (4a + b)x +1.

Mas, o ponto de coordenadas (a, f (a)) pertence a recta, pelo que:

f(a)=(4a+b)a+le2a’+ab +5=4a+ af +1< —2a’

~ A abcissa do ponto de tangéncia é J2.

=—4<:>a2=2<:%a=\/§

FI1 M
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICACAO

A classificagdo a atribuir a cada resposta resulta da aplicagdo dos critérios gerais e dos critérios especificos
apresentados para cada item e € expressa por um numero inteiro.

As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas s&o classificadas com zero pontos.

Em caso de omissdo ou de engano na identificagdo de uma resposta, esta pode ser classificada se for
possivel identificar inequivocamente o item a que diz respeito.

Se for apresentada mais do que uma resposta ao mesmo item, s6 é classificada a resposta que surgir em
primeiro lugar.

ITENS DE SELECAO

As respostas aos itens de selegao podem ser classificadas de forma dicotdomica ou por niveis de desempenho,
de acordo com os critérios especificos. No primeiro caso, a pontuagao so € atribuida as respostas corretas,
sendo todas as outras respostas classificadas com zero pontos. No caso da classificagdo por niveis de
desempenho, a cada nivel corresponde uma dada pontuacao, de acordo com os critérios especificos.

Nas respostas aos itens de selegdo, a transcrigdo do texto da opgao escolhida é considerada equivalente a
indicagao da letra ou do numero correspondente.

ITENS DE CONSTRUCAO

Nos itens de construcéao, os critérios de classificagdo podem apresentar-se organizados apenas por niveis de
desempenho, por parametros, com os respetivos niveis de desempenho, ou por etapas.

Nos itens em que os critérios de classificagdo se apresentam organizados apenas por niveis de desempenho,
a cada nivel de desempenho corresponde uma dada pontuagao. Se permanecerem duvidas quanto ao nivel
a atribuir, deve optar-se pelo nivel mais elevado de entre os dois tidos em consideragdo. Qualquer resposta
qgue nao atinja o nivel 1 de desempenho é classificada com zero pontos.

Nos itens em que os critérios de classificacdo se apresentam organizados por parametros, a classificagdo
a atribuir a resposta resulta da soma das pontuacgdes atribuidas aos parametros seguintes: (A) Conteudos,
(B) Linguagem Cientifica. A atribuigdo da classificagdo de zero pontos no parametro (A) implica a atribuigao
de zero pontos no parametro (B).

Nos itens em que os critérios de classificagdo se apresentam organizados por etapas, a classificagcdo a
atribuir a resposta resulta da soma das pontuagdes atribuidas as etapas apresentadas e da aplicagao dos
critérios de classificagédo definidos para situagdes especificas.
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As respostas que ndo apresentem exatamente os termos ou expressdes constantes nos critérios especificos
de classificacdo sao classificadas em igualdade de circunstancias com aquelas que os apresentem, desde
que o seu conteudo seja cientificamente valido, adequado ao solicitado e enquadrado pelos documentos

curriculares de referéncia.

A classificagdo das respostas aos itens que envolvam o uso obrigatério das potencialidades graficas da
calculadora tem em conta a apresentagéo, num referencial, do grafico da funcéo ou dos graficos das fungdes

visualizados.

No quadro seguinte, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar, em situagdes especificas, as
respostas aos itens de construgéo cujos critérios se apresentam organizados por etapas.

Situacéao

Classificagao

1. Utilizagdo de processos de resolugao que nao estéo
previstos no critério especifico de classificagao.

E aceite qualquer processo de resolucdo cientificamente
correto, desde que enquadrado pelos documentos
curriculares de referéncia da disciplina (ver nota 1). O
critério especifico € adaptado ao processo de resolugao
apresentado.

2. Utilizagdo de processos de resolugdo que néo
respeitem as instrugbes dadas [exemplos: «sem
recorrer a calculadora», «recorrendo a métodos
analiticos, sem utilizar a calculadora»].

A etapa em que a instrugdo néo é respeitada e todas as
etapas subsequentes que dela dependam sao pontuadas
com zero pontos.

3. Apresentagdo apenas do resultado final.

A resposta é classificada com zero pontos.

4. Auséncia de apresentagao de calculos ou de justificagbes
necessarios a resolucéo de uma etapa.

A etapa é pontuada com zero pontos.

5. Auséncia de apresentagao explicita de uma etapa que
néo envolva calculos ou justificagdes.

Se a resolugéo apresentada permitir perceber inequivo-
camente que a etapa foi percorrida, esta é pontuada com
a pontuagao prevista.

Caso contrario, a etapa é pontuada com zero pontos, bem
como todas as etapas subsequentes que dela dependam.

6. Transcri¢do incorreta de dados do enunciado que néo
altere o que se pretende avaliar com o item.

Se a dificuldade da resolugdo do item nao diminuir, &
subtraido um ponto a soma das pontuagdes atribuidas.

Se a dificuldade da resolugédo do item diminuir, o item é
classificado do modo seguinte:

— nas etapas em que a dificuldade da resolugao diminuir, a
pontuagcdo maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista;

—nas etapas em que a dificuldade da resolugdo nao
diminuir, a pontuagéo é atribuida de acordo com os
critérios especificos de classificagao.

7. Transcrigao incorreta de um numero ou de um sinal,
na resolugao de uma etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa n&o diminuir, &
subtraido um ponto a pontuagéo da etapa.

Se a dificuldade da resolugdo da etapa diminuir, a
pontuagédo maxima a atribuir a essa etapa é a parte inteira
de metade da pontuagéo prevista.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

8. Ocorréncia de um erro ocasional num célculo, na
resolugdo de uma etapa.

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa em que o
erro ocorre.

As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

Prova 635/1.2 F. | CC e Pagina 2/12



9. Ocorréncia de um erro que revela desconhecimento de
conceitos, de regras ou de propriedades, na resolugéo
de uma etapa.

A pontuacdo maxima a atribuir a essa etapa é a parte
inteira de metade da pontuagéo prevista.
As etapas subsequentes sdo pontuadas de acordo com
os efeitos do erro cometido (ver nota 2).

10. Resolugéo incompleta de uma etapa.

Se a resolucgédo da etapa faltar apenas a passagem final, é
subtraido um ponto a pontuagéo da etapa; caso contrario,
a pontuagao maxima a atribuir € a parte inteira de metade
da pontuagéo prevista.

11. Apresentagdo de calculos intermédios com um
numero de casas decimais diferente do solicitado ou
apresentacao de um arredondamento incorreto.

E subtraido um ponto & soma das pontuagdes atribuidas,
salvo se houver indicagdo em contrario no critério
especifico de classificacéo.

12. Apresentagédo do resultado final que nao respeita a
forma solicitada [exemplo: é pedido o resultado na
forma de fragdo, e a resposta apresenta-se na forma
decimal].

E subtraido um ponto & pontuacdo da etapa correspondente
a apresentagao do resultado final.

13. Utilizacao de valores exatos nos calculos intermédios
e apresentacdo do resultado final com aproximagao
quando deveria ter sido apresentado o valor exato.

E subtraido um ponto a pontuagao daetapa correspondente
a apresentacao do resultado final.

14. Utilizagcdo de valores aproximados numa etapa
quando deveriam ter sido usados valores exatos.

A pontuagado maxima a atribuir a essa etapa, bem como a
cada uma das etapas subsequentes que dela dependam,
€ a parte inteira de metade da pontuagéo prevista.

15. Apresentacdo do resultado final com um numero
de casas decimais diferente do solicitado, ou
apresentacdo do resultado final incorretamente
arredondado.

E subtraido um ponto a pontuagao da etapa correspondente
a apresentacao do resultado final.

16. Omissao da unidade de medida na apresentagao do
resultado final.

A etapa relativa a apresentacdo do resultado final é
pontuada com a pontuagao prevista.

17. Apresentacdo de elementos em excesso face ao
solicitado.

Se o0s elementos em excesso nao afetarem a
caracterizagdo do desempenho, a classificagédo a atribuir
a resposta nao é desvalorizada.

Se os elementos em excesso afetarem a caracterizagao
do desempenho, sédo subtraidos dois pontos a soma das
pontuacgdes atribuidas, salvo se houver indicagdo em
contrario no critério especifico de classificagao.

18. Utilizacédo de simbologias ou de expressdes inequivo-
camente incorretas do ponto de vista formal.

E subtraido um ponto & soma das pontuacdes atribuidas,
exceto:

—se as incorregdes ocorrerem apenas em etapas ja
pontuadas com zero pontos;

—nos casos de uso do simbolo de igualdade em que, em
rigor, deveria ter sido usado o simbolo de igualdade
aproximada.

Nota 1 — Atitulo de exemplo, faz-se notar que n&o séo aceites processos de resolugdo que envolvam a aplicagao da regra
de Cauchy, da regra de L'Hopital ou de resultados da teoria de matrizes.

Nota 2 — Se a dificuldade da resolugdo das etapas subsequentes nao diminuir, estas sdo pontuadas de acordo com
os critérios especificos de classificagado; se a dificuldade da resolugéo das etapas subsequentes diminuir, a
pontuacdo maxima a atribuir a cada uma delas é a parte inteira de metade da pontuagao prevista.
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CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICACAO

£ e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesssssssssssseeeeeeeeeeeeeeeteetettesesessststetntnnnnn e aeaeeeaeeeteeteteeete bt bebabn e e eeeas 12 pontos

© e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessstsssssssssssseeeeeieeeeeeeeeestetetettesttttstttetnnnnnnn oo oo e e e e eeeeeeeteeeteeeeeaetnanbhnnannnanan 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

Designemos por A o acontecimento «o candidato é violinista» e por B o acontecimento
«0 candidato é portuguésy.

1.° Processo

Apresgntar uma ‘gbela de dupla entrada cujas entradas sejam:

A e A B e B oo 1 ponto
Identificar o valor pedido com P(B|A) .o 1 ponto
P(ANB)
Reconhecer QUE P(B|A) = — o oot snne s 1 ponto
que P(B|4) P(4) p
Preencher a célula da tabela relativaa P(A) <%> ........................................ 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(B) (%) .......................................... 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(B) (%) .......................................... 1 ponto
Reconhecer que P(A4|B)= % ....................................................................... 1 ponto
Preencher a célula da tabela relativaa P(4 N B) (23—0> .............................. 2 pontos
Preencher a célula da tabela relativa a  P(A4 N B) (%) ................................... 3 pontos
Obter o valor pedido (%) ................................................................................. 2 pontos

2.°Processo

Escrever P(A4) :% .......................................................................................... 1 ponto
Reconhecer QUE P(B)="P(B) .oooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeevee e, 1 ponto
Escrever P(B) :% .......................................................................................... 1 ponto
Escrever P(4|B)= % ................................................................................... 1 ponto
Identificar o valor pedido com P(B|A) .o 1 ponto
Reconhecer que P(B|A) = % ............................................................ 1 ponto
Obter P(ANB)= 23—0 ..................................................................................... 2 pontos
Reconhecer que P(A NB)=P(AUB) oo 1 ponto
Obter P(AU B) = % ...................................................................................... 1 ponto
Obter P(ANB)= }T ........................................................................................ 2 pontos
o (D
Obter o valor pedido < 12 ) ................................................................................. 2 pontos
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2.3.

3.1

3.2.

Reconhecer que os tempos de pratica, em minutos, da Constanca, em cada um
dos dias, sdo termos consecutivos de uma progressdo aritmética, (u,),

o[ 2= = Lo N 1O RS 2 pontos
Reconhecer que Uy = Up 4 30 i 2 pontos
ODBEEr Up = 30 oot 1 ponto
Escrever u,, =20+ 10m (ou equivalente) ...........ccoceevveieierierieieieeese e 3 pontos
Reconhecer que 2970 é a somade M termos consecutivos de () ........... 2 pontos
Escrever 2970 = w XM (oU equivalente) .......cccovevveeieiieieee i 2 pontos
Obter 0 valor Pedido (22) ..o e 2 pontos
(A)

Reconhecer que as coordenadas do ponto B sdo da forma (a, 2a, b) .......... 1 ponto
Determinar as coordenadas do ponto B ((1,2, —5)) ocoevrvrinrninccieieieene, 2 pontos
Escrever as coordenadas do VEtor OA ...iowwe.oovveoeoeeeeeoeseeeeeseeeeeeeesereeseseeen 1 ponto
Escrever as coordenadas do vetor @) ............................................................. 1 ponto
Calcular OA + OB (11) oo 2 pontos
Determinar a norma do vetor OA (VA1) oo 1 ponto
Determinar a norma do vetor @ (\/ 30) ........................................................ 1 ponto
Escrever 11=v41 xv30 x cos(40B) (ou equivalente) ............cccccov........ 3 pontos
Obter 0. valor pedido (72%) ... 2 pontos

12 pontos

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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G 7 PSPPSR 14 pontos

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo
Apresentar o numero de casos possiveis (4C2 X 4C2) .................................... 6 pontos
Apresentar o nimero de casos favoraveis (4 X (4C2 - 1) +2 X 4C2) ..(3+3)... 6 pontos

Obter o valor pedido <§) (A Z=T S 110 - SRR 2 pontos

9
2.°Processo

Reconhecer que a probabilidade pedida é a probabilidade do acontecimento
contrario ao acontecimento «os quatro vértices selecionados pertencem a uma
mesma face lateral do prismay .........ccocciiiiiiiiiiicc e 2 pontos

Calcular a probabilidade de os quatro vértices pertencerem a uma mesma face

lateral do PriSMa .....oooiiiie e ———————— 10 pontos
Apresentar o numero de casos possiveis (4C2 X 4C2) ....................... 4 pontos
Apresentar o nimero de casos favoraveis (4) ..., 4 pontos
Obter a probabilidade (%) (VEr NOtA) oo 2 pontos

Obter o valor pedido (g) (VEF NOLA) tevvieieeiciiiie e ittt 2 pontos

Nota — Se a etapa relativa ao numero de casos possiveis e a etapa relativa ao numero
de casos favoraveis tiverem sido pontuadas com 0 pontos, a pontuagéo a atribuir
a esta etapa é 0 pontos. A mesma pontuacéo de 0 pontos deve ser atribuida caso
o valor obtido ndo pertenga ao intervalo [0, 1] .

T T . SO P PP PPPRRTR 14 pontos
Reconhecer que o dominio de resolugéo da condigdo & ]0, +0o[ .cccccevririiinnne. 1 ponto
Obter INX > —1 A INX <2 oo st 9 pontos
Escrever In2X —InX —2 =0 (ou equivalente) ..........ccccccoocvvvenee.... 2 pontos
Obter InX==1 V InX=2 .o 3 pontos
Concluir que InX € [-1,2[ (ou equivalente) ........cccccocoeovrevereruenen, 4 pontos
OBtEr X2 €70 A X @2 e 2 pontos
Apresentar o conjunto pedido (]é, 92[, ou equivalente) ...................................... 2 pontos
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51

Determinar g'(x) em |1, + oo| (ver nota 1)

Escrever g'(x)=0

14 pontos

3 pontos

1 ponto

Determinar o zerode g’ em |1, + oof

2 pontos

Apresentar um quadro de sinalde g’ e de monotoniade g nointervalo |1, + oo
(ou equivalente)

Apresentar os intervalos de monotonia de g em ]1, + oo[ (ver nota 2)

Reconhecer que ¢ (2) € um extremo relativo

Determinar g(2) (-2 -21n2, ouequivalente)

Notas:

1. Se for evidente a intengéo de determinar a derivada da fungdo, a pontuagdo minima a
atribuir a esta etapa € 1 ponto.
2. Se for referido que a fungdo g é decrescente em |1,2[ , em vez de |1,2],

e crescente em |2, 4 o[ , emvezde [2,+ oof , esta etapa deve ser considerada
cumprida.

LT PP oS PPP PSP PPPR R PPTPPON

Reconhecer que lim g(x)= linll g(x) <ou linll g(x):g(l))
: o1t g

x—1

Determinar lin11+g(x) (ou g(l))

Reconhecer que lim g(x)= lim (x> =3x-21Inx)

x—17 x—17

(ou substituir X por 1 na expressdo X2 —3x=2In X)

Obter 1in11+g(x):—2 (ou g(l):—2)

Determinar lim g(x)
x—1-

Reconhecer que lim g(x)= lim <1_7x—ex‘k>
x—1- x—1-\e¥ 1 -1

(1—)(? _ex—k>=lim 1-x
e’ -1 x—1"e* 1 -1

Escrever lim
x—1-

Escrever
1—x

lim —————
x—1- eJC*l _1

S F e —
vl yn0- @b — 1

lim e* 3 pontos

x—1-

1-k 1

lim — 2 — ek =—

y-0- e’ —1

Escrever 2 pontos

Obter lim g(x)=—-1-¢'"*

x—1-

Escrever —1 —¢!' 7 F=-2

Obter o valor de k (1)

4 pontos
2 pontos

1 ponto

9 pontos

14 pontos
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- c) i — b) V- a)

12 pontos

Este item deve ser classificado de acordo com os niveis de desempenho seguintes.

Nivel Descritor de desempenho Pontuacéo
3 Completa o texto com as 4 opgdes corretas. 12
2 Completa o texto com 3 opgdes corretas. 8
1 Completa o texto com 2 opgbes corretas. 4
.................................................................................................................................................... 14 pontos
Justificar que apenas a reta de equagdo X = 0 pode ser assintota vertical ao
grafico da funGBo T ....cocoiiiiicceece e 1 ponto
Determinar lirr(l) ) e 11 pontos
X —
Escrever lim 1 cgs R 1 ponto
X—0 X
. — . 1 —cos X)(1 + cos X
Escrever lim IC%X = lim ( 7 X .S 3 pontos
Xx=0 X x=0  X*(1+cosX)
. (I=cosXx)(1+cosX . — cos2
Escrever lim ( 2 >< ) = 41 COS™X .. 1 ponto
x=0  X*(I+cosX) x=0 X* (1 + cosX)
_ 2 2
Escrever lim W = lim # .................... 1 ponto
x=0 x*(1+cosx) x—0x* (14 cosx)
Escrever
. 2 . 2 .
lim # = lim W X lim % ............. 1 ponto
x—0 X*(1+cosx) x=0 X x—0 X2 (14 cosX)
. Sen2x : sen X \?
Escrever lim 2.2 = (11m 7) .......................................... 1 ponto
X—0 X2 X—0 X
. 2
Obter lim w S 1 ponto
x-0 X
Obter lim % T 00 ittt 1 ponto
x—0X2 (1 + cos X)
Concluir que lin}) F(X) = H00 it 1 ponto
X —
Concluir que a reta de equagdo X =0 é assintota vertical ao graficode f .......... 2 pontos
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PRSPPI 14 pontos
Topicos de resposta
e Justificagdo da falsidade da proposicao |.

Exemplo: A fungdo f nao é continua no intervalo [1,3] , pois lin% f(x) néo

existe (ou a funcdo f ndo é continua em X =2). Portanto, ndo é possivel concluir que
a fungdo f tem, pelo menos, um zero no intervalo |1, 3[ por aplicagéo do teorema de
Bolzano-Cauchy.

e Justificagao da falsidade da proposicao II.

Exemplo: Como xhg{ f%x) = f%Z) e f%z) € um ntimero real, e como th? f%x) =0,a
reta de equagdo X =2 n&o é assintota ao grafico da fungéo % .
Parametro Nivel Descritor de desempenho Pontuacéo
4 Apresenta, de forma completa, as duas justificagdes solicitadas. 12
3 Apresenta, de forma completa, uma das justificacdes solicitadas e, de forma 9
incompleta, a outra justificagao.
Cont?ﬂdos Apresenta, de forma completa, apenas uma das justificacoes solicitadas.
2 ou 6
Apresenta, de forma incompleta, as duas justificagdes solicitadas.
1 Apresenta, de forma incompleta, apenas uma das justificagdes solicitadas. 3
B 2 Utiliza adequadamente o vocabulario especifico da Matematica. 2
Lir.lgua'\g?em Utiliza, embora com uma ou mais falhas, o vocabulario especifico da
Cientifica ! Matematica. 1
U N /. 14 pontos
Reconhecer que a area do trapézio [OBCD] é dada por BC ;m x CD 1 ponto
Reconhecer que a abcissadoponto B € 2COS@ oooovviiiiiiiiciiic 1 ponto
Reconhecer que a ordenadadoponto B é 2sen @ .......ccccccceeveveiiicieieie, 1 ponto
Reconhecer que a abcissa do ponto C € —2COS@  ooovovevviiceecieeceeeeee 1 ponto
Reconhecer que aabcissadoponto D & —2COS@ ..ooovvvvvveeciiicieceeee e 1 ponto
Obter BC' em fUNGA0 A€ ' weiiiiiieei s 2 pontos
Escrever DO €M fUNCE0 08 @ ...vovveieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1 ponto
Reconhecer que a altura do trapézio é igual @ 2 SEN @ ...ccccoveevveeeeeeceeiceeeene 1 ponto
Escrever uma expresséao para a area do trapézio em fungaode @ .......ccceeeenne 1 ponto
Escrever uma expresséo para a area do sector circular em fungdode «@ ............ 1 ponto
Obter a expressao pretendida ... 3 pontos
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Reconhecer que 26 é a amplitude do maior dos dois valores distintos de 8 ... 2 pontos

Apresentar a equagdo F(0)=F(26) (ou uma equagéo equivalente)
(=T Yo ] = PP PRRP 3 pontos

Representar o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na calculadora que

permite(m) resolver a equagao (VEr NOTA 2) .....cccccviviieiiieeee e e e 5 pontos
Assinalar 0 ponto relevante ...........ooooiiiiiii e 2 pontos
Apresentar o valor pedido (0,26 Tad) .....c.cooeeviveeeeeeeeeeeee e 2 pontos
Notas:

1. Se néo for apresentada qualquer equagdo, a pontuagédo a atribuir a esta etapa é
0 pontos. As restantes etapas sdo pontuadas de acordo com o desempenho, desde
que seja inequivoco que correspondem a resolugdo de uma equagao que traduz
corretamente o problema.

2. Se nao for apresentado o referencial, a pontuagéo a atribuir a esta etapa é desvalorizada
em 1 ponto.

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

IENtfICAr 17 COM =1 ceeeeeeeeeeeeee et 1 ponto

ODBEI Z =2 — 4l it 3 pontos
ST

ESCIEVET Z X W =5V 20 4 oot eee e see e ees e s eerens 3 pontos

ODBEEI Z X W = =0 =01 ittt 3 pontos

Escrever w = _25__21.’ ........................................................................................ 1 ponto

Obter w = % — %i ............................................................................................. 3 pontos

14 pontos

12 pontos

14 pontos
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13.

2.° Processo

Seja w=a+ bi .

IENtfiCAr 17 COM =1 oo 1 ponto
(0] o] (= A SRR 3 pontos
Obter zXW=2a+4D+i(2D—=4A) ooooooeoeeeeeeeceeeeeeeeeeeeeeee e 1 ponto
ESCrever 2a +4b=2D— 4G ..ccccccovcoieieieieeeee e, 1 ponto
Obter b= —3a (OU €QUIVAIENTE) .....c.cceeeiieeeeteiee ettt 1 ponto

Obter z X w, com a parte real e com a parte imaginaria em fungdo de a (ouem

fUNGAO e 1) oo 2 pontos
Obter |z X w| emfungdode a (ouemfungdode D) ...ooooooviviviciicienee, 2 pontos
Obterovalorde @ eovalorde D .....c.ccoovoiiieiiiceeceeeee e, 2 pontos
Escrever o nimero complexo w <£ - 31) ...................................................... 1 ponto

Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

Seja a a abcissa do ponto de tangéncia.

Obter 7(X) (VEF NOTA) .evoveeeieieeceeieeeecee e st s 2 pontos
Reconhecer que m = f'(a) ............................................................................... 2 pontos
Obter f/(@) =4+ D oottt 1 ponto

Escrever 2a’+ba+5=(4a+b)a+1 (ouequivalente) ...........ccccocouvrrnene.. 4 pontos
Resolver a eqUaGa0 anterior ...........ueuiiieiiio i 3 pontos
Apresentar 0 valor pedido (1/2) ..o, 2 pontos

Nota — Se for evidente a intengdo de determinar a derivada da fungéo, a pontuagao
minima a atribuir a esta etapa é 1 ponto.

2.° Processo

Reconhecer que a reta é tangente ao grafico de f se a equagdo

2x2 +bx +5=mx +1 tiver apenas uma SOIUGAO  .......ccevveiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee 3 pontos
Obter 2x2 4+ (b—m)x+4=0 (0U €qUIVAIENE) ......vveeveeereeereeeeeeeeeeeeeneeenn. 2 pontos
ESCIOVEr (B — 1) =32 =0 oooooeooeeeooeeeeeeeeceeeeeeoeeeeeeeseees e 3 pontos
Obter b—m=—V32 NV B=1=V32 oo 2 pontos
Obter x=-v2 V x=v2 (ou equivalente) .......cccccceeiiiiiie e 2 pontos
Apresentar o valor pedido (12, ou equIvalente) - e 2 pontos

14 pontos
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COTACOES

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem 1. 21. | 22. | 31. | 3.2. | 51. | 5.2 6. 8. 10. 11. 13. | Subtotal
obrigatoriamente para a
classificagao final.

Cotacgao (em pontos) 12 14 12 12 14 14 14 12 14 14 12 14 158

Destes 6 itens, contribuem
para a classificacao final da

. . 2.3. 3.3. 4. 7. 9. 12. Subtotal
prova os 3 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéao.
Cotacao (em pontos) 3 x 14 pontos 42
TOTAL 200
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